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Vorwort, 


Mit dem vorliegenden Buche soll einer Forderung aller der 
Leser Rechnung getragen werden, denen es in erster Linie darauf 
ankommt, die praktische Bedeutung der Differential- und Integral- 


- rechnung kennen zu lernen, um daraus die Nutzanwendung für physi- 
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kalisch-technische Aufgaben, speziell deren Differentialgleichungen, 
gewinnen zu können. Während die meisten Lehrbücher in umfang- 
reicher Darstellung vielfach die mathematische Seite in den Vorder- 
grund stellen, sollte hier die Aufgabe gelöst werden, es dem Leser 
zu ermöglichen, ohne besondere Vorkenntnisse sich den Stoff prak- 
tisch zu eigen zu machen. | 

Das Fehlen eines solchen Buches wurde bei den höheren 
Telegraphenbeamten empfunden, die jährlich zu den Ausbildungs- 
kursen im Kaiserlichen Telegraphen-Versuchsamt zu Berlin einberufen 
werden, und bei denen die Kenntnis der Differential- und Integral- 
rechnung vorausgesetzt wird. Es war zu berücksichtigen, daß die 
Beamten in wenigen Monaten, zum Teil ohne besondere Vorbildung 
für den vorliegenden Stoff, durch Selbststudium sich diese Kennt- 
nisse erwerben müssen. Es ist infolgedessen eine kurze Wieder- 
holung der erforderlichen Grundlagen für zweckmäßig erachtet 
worden und besonderer Wert darauf gelegt, alle Betrachtungen SO- 
weit angängig mit Hilfe von Beispielen, Figuren und etwa 200 Auf- 
gaben dem Verständnis näher zu bringen. Von diesem Gesichts- 
punkte -aus wird ‚das Buch vielen Studierenden der Universitäten 
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und Hochschulen, aber auch Laienkreisen, sei es als ausreichender 
Leitfaden für ihre mathematischen Studien, sei es als Einführung in 
umfangreichere Lehrbücher nicht unwillkommen sein. 

Es enthält in seinem ersten Teile die Differential- und Integral- 
rechnung, in seinem zweiten Teile lineare Differentialgleichungen 
1. und 2. Ordnung. Der erste Teil hat gewissermaßen als Ein- 
leitung im 1. Kapitel eine Reihe von Paragraphen, die als Grund- 
lagen der eigentlichen Betrachtung dienen. Neben dem Funktions- 
begriff wird besonders die analytische Geometrie der Ebene berück- 
sichtigt. | 

Im 2. Kapitel ist das wichtigste aus der Differentialrechnung 
eingehend behandelt. Das 3. Kapitel umfaßt die Integralrechnung, 
deren Bedeutung in den Flächen- und Körperberechnungen, den 
Schwerpunktsbestimmungen usw. zum Ausdruck gebracht ist. 

Ein Anhang zum ersten Teil bietet nützliche Erweiterungen. 
Er wurde geschaffen, damit der Leser bei einem ersten Studium 
sich nicht zu sehr ins Einzelne verliert und doch Wichtiges nicht 
entbehren muß. 

Der zweite Teil enthält Differentialgleichungen der Physik und 
Technik z. B. der elastischen Linie, der Pendelschwingungen, der 
drahtlosen Telegraphie u. aa Am Schluß des Buches sind Formeln 
der Differential- und Integralrechnung zusammengestellt. 

Herrn Geheimen Postrat Professor Dr. Strecker bin ich zu 
besonderem Dank verpflichtet; er hat durch eingehende Ratschläge 
das Werk gefördert. Den Herren Höpfner, Taube und Venus, 
die dem jetzt zu Ende gehenden Kursus am Telegraphen-Versuchs- 
amt angehören, habe ich für ihre freundliche Unterstützung — be- 
sonders bei Berechnung von Aufgaben — zu danken. 

Beim Lesen der Korrektur hat mich in liebenswürdiger Weise 
Herr Oberingenieur Schnaubert unterstützt. 


Berlin, April 1907. 
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Erster Teil. 


Differential- und Integralrechnung. 


1. Kapitel. 


Einleitung in die Differentialrechnung. 


Ss 1. 
Begriff und Einteilung der Funktionen. 


Die Stromstärke J eines geschlossenen Leiterkreises, wie ihn 
nebenstehende Figur darstellt, ist nur abhängig von der Batterie- 
spannung E, wenn der Widerstand W der Glühlampe unveränder- 
lich ist. Erhöht man die Span- N 
nung durch Zuschalten von |, n | 27H 
Elementen, so steigt die Strom- /, GERN | 
stärke J und zwar proportional 
E, wie das Amperemeter er- 
kennen läßt. (Obmsches Ge- 
setz: J=E/W). In diesem 
Beispiel wurde die Spannung 
beliebig gewählt; man be- Fig. 1. 
zeichnet in der mathematischen Ausdrucksweise E als die unab- 
hängige Veränderliche (Variable) und J als die abhängige. Man 
sagt, um auszudrücken, daß die Stromstärke von der Spannung ab- 
hängig ist: „Die Stromstärke J ist eine Funktion der Spannung E“ 
und schreibt: J—=f(E). 

Diese Abhängigkeit zwischen E und J, wie sie durch das Ohm- 
sche Gesetz verkörpert wird, ist jedoch eine gegenseitige. Man kann 
ebenso gut die Stromstärke beliebig wählen, indem man der Lampe 

Kohlrausch. 1 
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mehr oder weniger Strom zuführt (Fig. 2). Wird der Widertand 
der Lampe wieder konstant genommen, so wird mit gesteigerter 
Stromzuführung 
das Voltmeter eine 
wachsende Span- 
nung E anzeigen 
und zwar propor- 
tionalJ. Wirhaben 
hier also E als ab- 
hängige Variable, 
Era) während J unab- 
ee hängig gewählt ist. 
In diesem Falle schreibt man: E=f(J). Daß die Abhängigkeit 
der Variablen eine gegenseitige ist, zeige noch das folgende Beispiel. 
Die Nachfrage nach einer Ware ist u. a. eine Funktion ihres Preises, 
da sich mit der Preisänderung auch die Nachfrage ändert. Mit dem- 
selben Rechte kann man aber auch behaupten, der Preis sei eine 
Funktion der Nachfrage, denn ein viel begehrtes Stück wird man billiger 
umsetzen können. Die Unterscheidung in unabhängige und abhängige 
Veränderliche macht man nur, um anzudeuten, welche Veränderliche 
man für die augenblickliche Betrachtung willkürlich wählen will, 





DREI 





Der Funktionsbegriff hat in ungemein vielen Fällen erfolgreiche 
Verwendung gefunden, so in der Mechanik, Elektrizitätslehre, im 
praktischen Leben, in den mathematischen Wissenschaften... ... 
Er ist ein Begriff, der sich gründet auf die Vorstellungen und Über- 
legungen unseres Verstandes, und ist in dieser seiner logischen Natur 
von keiner speziellen Anwendung auf ein bestimmtes Gebiet abhängig. 

Man bezeichnet allgemein die veränderlichen Größen mit 
X, Y Z...., die unveränderlichen, konstanten Größen mit 
a, b, c usw. Man kleidet die bereits erläuterte Abhängigkeit der 
Stromstärke von der Batteriespannung in die allgemeine Form 
y=f(x) und nennt diesen Ausdruck eine Funktionsgleichung. 
f( ) ist das Funktionszeichen. Man schreibt die Funktionsgleichung 
häufig auch in der Form: f(x, y) = 0, wie man eine Gleichung z. B. 
y’=2px auch schreiben kann: y„ —2px-= 0. Hat man mehrere, 
verschieden gebildete Funktionen, so wählt man zum Unterschiede 
auch verschiedene Funktionszeichen f, p, %, X... 

Die Stromstärke J des eingangs gezeichneten Leiterkreises 
müßte genau genommen auch eine Funktion des Widerstandes ge- 
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nannt werden, denn tatsächlich nimmt der Widerstand W der 
Glühlampe mit steigender Temperatur ab. Man drückt diese neue 
Abhängigkeit durch ein anderes Funktionszeichen aus und setzt 
y=9(x), bezw. (x, y)=(0, wenn x den veränderlichen Wider- 
stand der Glühlampe bei konstant gehaltener Spannung bedeutet. 
Will man zum Ausdruck bringen, daß die Stromstärke von zwei 
veränderlichen Größen abhängig ist, so schreibt man y—=f(x, z), 
wo y die Stromstärke, x die Spannung und z den Widerstand be- 
zeichnen möge. 


Der Funktionsbegriff ist somit nicht an zwei Veränderliche ge- 
bunden, ihre Zahl kann vielmehr eine beliebige sein. 

Die Einteilung der Funktionen kann nach verschiedenen Ge- 
sichtspunkten geschehen, von denen die drei wichtigsten die folgen- 
den sind: 


I. Die Funktion y==f(x) heißt reell, wenn sie für reelle Werte 
von x auch reelle Werte von y liefert. Den Gegensatz bilden die 
imaginären Funktionen, die für reelle Werte von x imaginäre Werte 
von y geben z. Be y=xy-—4. Man würde demnach alle positiven 
und negativen Zahlen, alle ganzen und gebrochenen sowie die 
irrationalen und transzendenten Zahlen als reelle Größen zu definieren 
haben. Wie man die Summe aus einer reellen und imaginären Zahl 
als komplexe Zahl zu bezeichnen pflegt, würde man Funktionen, 
deren Summe aus reellen und imaginären Funktionen gebildet wird, 
entsprechend als komplexe Funktionen ansprechen müssen, 





II. Eine Funktion kann eindeutig und mehrdeutig sein, je nach- 
dem jeder Wert von x nur einen oder mehrere Werte von y ergibt. 


In der Gleichung J = = sind E und J eindeutig bestimmte Funk- 


tionen. In einer Gleichung von der Form y„? —=2px ist y als 
Funktion von x, d.h. y = f (x), zweideutig, denn man erhält: 





y=-Y2pxund y=—yY2px. Dagegen ist x als Funktion 
2 
von y, d. h. x= f (y), eindeutig bestimmt, denn x ist gleich ex 


III. Die umfassendste Einteilung erfolgt auf Grund der 
Rechenoperationen, nach denen eine Funktion gebildet werden soll. 
Man gliedert: 

1. Funktionen, welche nur durch Anwendung der sogenannten 
vier Spezies erzeugt werden (rationale Funktionen). 


ee 
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a) Funktionen, in deren Rechenausdruck nur die Addition, 
Subtraktion und Multiplikation benutzt wird; sie sind ratio- 
nale ganze Funktionen z. BB y=a+bx— cr?=g(r). 

b) Funktionen, in welchen außerdem die Division vorkommt; 
man nennt sie rationale gebrochene Funktionen wie 

Raten ze OR 
Tartbz os v(x) 
Sie unterscheiden sich von den rationalen ganzen Funk- 
tionen besonders dadurch, daß sie für endliche Werte 
von x unendlich werden können, dann nämlich, wenn 
ı (x) = 0 wird. | 

2. Funktionen, in denen die Veränderliche unter einem Wurzel- 
zeichen vorkommt z. B. y-yz-+ a?®. Man nennt sie. irrationale 
Funktionen. 

3. Die transzendenten Funktionen wie z. B.: 

a) Logarithmus: y=logx und Exponentialfunktion: y=a*; 

b) die trigonometrischen Funktionen 

y. == sInx ,.Coaxi „tiE&n.Clerze 

c) die zyklometrischen Funktionen y=aresinx....... 

Im Gegensatz zu den transzendenten Funktionen faßt man 
die unter 1. und 2. genannten auch wohl unter dem gemeinsamen 
Namen der algebraischen Funktionen zusammen, weil die zugehörigen 
Rechenoperationen in der Algebra abgehandelt werden. 








82. 


Graphische Darstellung und Koordinatenbegriff. 


In den bisherigen Betrachtungen waren der Definition von 
Funktionen mathematische Rechenvorschriften zugrunde gelegt. Es 
gibt noch zwei weitere Möglichkeiten einer Definition; es können 
Funktionen definiert werden: 

1. Durch eine Tabelle. Der Wert von y, wenn y=f(x), 
kann hier nur auf einige Dezimalen genau angegeben werden und 
nur für eine beschränkte Anzahl von Werten des x. Eine solche 
Tabelle ist beispielsweise die Logarithmentafel. 

2. Durch eine Kurve, die man zweckmäßig auf Koordinaten- 
papier aufträgt. Auch hier haben wir keine absolut genaue Be- 
stimmung wegen der Ungenauigkeit jeder graphischen Darstelluug. 
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Gleichwohl bedient man sich zur Klarlegung von Gesetzen und 
Vorgängen, die sich zahlenmäßig ausdrücken lassen, mit großem 
Vorteil graphischer Methoden. Sie geben ein geometrisches Bild 
und gestatten eine klare Anschauung der Beziehungen, die zwischen 
den Veränderlichen bestehen. Der Gedanke, auf dem sich die 
Methode der graphischen Darstellung aufbaut, ist zugleich der 
Grundgedanke der analytischen Geometrie. Er läuft darauf hinaus, 
Zahlengruppen, die den gesetzmäßigen Verlauf eines Vorganges 
wiedergeben, geometrisch durch Punkte darzustellen. 


Das Koordinatensystem. 


Man zieht in der Ebene zwei gerade unbegrenzte Linien, die 
einen beliebigen Winkel miteinander einschließen können. 

Die meisten Anwendungen legen ein rechtwinkliges System zu- 
grunde (Fig. 3). Der Schnittpunkt der Geraden sei OÖ. Die Hori- 
zontale bezeichne man mit X’X, die Vertikale mit Y’ Y, man nennt 
sie dieX- und die Y-Achse. Man wähle y 
einen Punkt P beliebig in der Ebene der 
Zeichnung und ziehe durch ihn die Pa- a eh 
rallelen zu OX und OY, diese schneiden 
die Strecken OQ und OR ab. Man nennt Y 
O Q.die Abszisse und bezeichnet ihre Länge 
mit x, desgleichen OR die Ordinate und @ 


ihre Länge mit y. x und y heißen die * 1 x cl 
Koordinaten des Punktes P; in der Figur Ir 


Br 15 cmundy=2 cm. Fig. 3. 


V 


-———  — — — nn Ya. 


| 


Die gleiche Konstruktion läßt sich für jeden anderen Punkt der 
Ebene ausführen. Wir erhalten dadurch zu jedem Punkt eine 
bestimmte Abszisse und Ordinate, d.h, 
ein bestimmtes Zahlenpaar. Umgekehrt 
muß auch jedem Zahlenpaar ein ganz be- 
stimmter Punkt entsprechen. Wollen wir 
z. B. einen Punkt P, zeichnen, dessen 
Koordinaten x = 3 und y = 4 sind, 
so tragen wir auf der X- Achse die 
Strecke 3 von O aus nach rechts, auf der 
Y - Achse die Strecke 4 von O aus nach 
oben ab. In den Endpunkten 3 und 4 
errichtet man die Senkrechten. Ihr Schnitt- 
punkt ist der Punkt P,. Da wir jedoch Fig. 4. 
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von OÖ aus die Strecke 3 auch nach links und ebenso die Strecke 4 
auch nach unten abtragen können, so könnte es scheinen, daß 
wir nicht einen, sondern vier Punkte erhalten, nämlich P,, P,, P, 
und P,. Diese Möglichkeit wird dadurch behoben, daß wir positive 
und negative Richtungen einführen. Wir rechnen jeweilig die 
Abstände von O in den Pfeilrichtungen positiv, die entgegenge- 
setzten negativ, dann erhalten wir für die 4 Punkte entsprechend 
4 verschiedene Wertepaare, nämlich für: 


x 
at 


Somit gilt die geforderte Beziehung, daß jedem Wertepaar nur 
ein Punkt entspricht. Die ganze Ebene wird durch Einführung der 
beiden Geraden, die wir als Koordinatenachsen bezeiehnen wollen, 
in 4 Quadranten eingeteilt, die sich durch das Vorzeichen ihrer 
Koordinaten voneinander unterscheiden. Die X-Achse oder Ab- 
szissenachse enthält augenscheinlich alle Punkte, deren Ordinate 
y= 0 ist, und die Y- oder ÖOrdinatenachse alle Punkte, deren 
Abszisse —= 0 ist. Der Koordinatenanfangspunkt O ist derjenige 
Punkt, dessen Koordinaten beide —= 0 sind, der also dem Zahlen- 
paare 0,0 entspricht. Der Koordinatenbegriff ist wichtig für die 
graphische Darstellung physikalischer Gesetze, er findet ausgiebige 
Verwendung in der Trigonometrie, er läßt sich unter Zufügung 
einer dritten Geraden, die — senkrecht auf der Zeichenebene stehend 
— durch den Punkt O gezogen wird, zur Darstellung von Raum- 
gebilden d. h. Körpern verwenden. Im Anhang S. 119 findet man 
Ausführungen über Koordinatentransformation und Polarkoordinaten. 

Ein Beispiel erläutere die Anwendung von Koordinaten. Wir 
wissen, daß nach dem Mariotteschen Gesetz Druck p und Vo- 
lumen v eines Gases sich in einem solchen Verhältnis ändern, daß 
p. v stets einen konstanten Wert z. B. 1 besitzt. Es gilt, die 
Gleichung p v = 1 graphisch — dem Erkennen anschaulich — 
darzustellen. 

Nehmen wir p willkürlich veränderlich, .so bestimmt sich v als 
Funktion von p, d.h. v=f(p), wie folgt: 

Für DD ITUZEDRT 10 4, 
wird v = 10 5 » 1.0 
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Trägt man diese Werte in das nebenstehende Koordinaten- 
system ein, so erhalten wir eine Reihe von Punkten, die wir durch 
einen Kurvenzug verbinden (Fig. 5). In der Kurve erhalten wir ein 
Bild unserer Funktion v—=f(p). Dieses Verfahren ist jedoch müh- 
sam, da eine große Reihe zusammengehöriger Werte berechnet werden 
muß. Dieser Schwierigkeiten werden wir Herr mit Hilfe der ana- 
lytischen Geometrie. Sie zeigt uns direkt, daß die Gleichung pv—=1 
einen bestimmten Kurvenzug, wie wir noch kennen lernen werden, 
eine Hyperbel darstellt. Die ana- 
lytische Geometrie lehrt uns, in Y 
voller Allgemeinheit zu jeder be- 
liebigen Gleichung die zugehörige 
Kurve zu finden, wie zu jeder Kurve, 
deren Bildungsgesetz bekannt ist, 
ihre Gleichung aufzustellen. Wie 
wir zu der Gleichung p.v=1 die 
entsprechende Kurve suchten, so 
stellen wir uns im folgenden die 
Aufgabe, für eine Reihe ebener 
geometrischer Gebilde ihre Glei- 
chungen zu finden. Und zwar 
wollen wir solche Gleichungen suchen: ” A 
für die gerade Linie, den Kreis, m 
die Parabel, Ellipse und Hyperbel, von denen man die vier letzt- 
genannten auch allgemein als Kegelschnitte bezeichnet. 


8 3. 
Grundlagen der analytischen Geometrie der Ebene. 


S 





S 
NED TER FIRE EN FED AN ER IS 





Die analytische Geometrie der Ebene beschäftigt sich mit ein- 
fachen geometrischen Gebilden wie Linien und Flächen, die gewissen 
Bildungsgesetzen unterworfen sind. So wird ein Kreis dadurch ge- 
bildet, daß man den Zirkel mit bestimmter Öffnung ansetzt und 
einmal herumdreht; die Punkte des Kreises haben hiernach alle 
denselben Abstand von einem bestimmten Punkte, dem Mittelpunkt. 
Aus diesem Bildungsgesetz leitet die analytische Geometrie alle 
Eigenschaften eines Kreises ab. 

Es werden nun alle Punkte des Kreises nach einem und dem- 
selben Gesetze gefunden. Es genügt deshalb das Gesetz für einen 
beliebigen Punkt abzuleiten d. h. für einen solchen Punkt, der 
ohne einschränkende Bedingung herausgegriffen werden kann. Dieses 
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Gesetz muß dann die Gleichung des Kreises darstellen, weil dieser 
eine herausgegriffene Punkt eben jeder Punkt ist. 

Wir setzen also bei den folgenden Betrachtungen voraus, daß 
das Bildungs-Gesetz der geraden Linie und der Kegelschnitte be- 
kannt ist, 

Wählt man einen beliebigen Punkt der geraden Linie heraus, 
und stellt für ihn die Gleichung auf, so weiß man, daß seine Glei- 
chung auch die der geraden Linien sein muß, weil alle Punkte der 
Geraden als gleichwertig anzusehen sind. | 


1. Die Gleichung der geraden Linie. 


a) Die gerade Linie gehe zunächst durch den Koordinatenan- 

fangspunkt. Wir erhalten aus der Figur 
als Gleichung des beliebigen Punktes P, 
d. h. als Gleichung der geraden Linie: 

ga = -  y=xtga. 

4 \ Dabei ist der Winkel & in der Weise 
zu definieren, daß man die positive X- 

* * Achse in der Pfeilrichtung dreht, also 

entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne. Diese 

nt Richtung heißt die positive Drehrichtung. 

Die positive Richtung der Geraden ist durch einen Pfeil bezeichnet. 


b) Die gerade Linie habe eine beliebige Lage zum Koordinaten- 
anfangspunkt. Sie schneide auf der Y-Achse die Strecke OG —=b, 
auf der X-Achse die Strecke OF =a 
ab. Aus Dreieck FOG folgt: 


gu—... 0 An 


Wählt man den beliebigen Punkt 
P, so folgt aus Dreieck GQP: 


AN au 
ig... 27 "1 tn 





Setzt man die rechten Seiten der 
beiden Gleichungen einander gleich, 





so folgt: 


y-lxtb 2 
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Dies ist eine Gleichung 1. Grades zu x und y. Die allge- 
meine Form einer solchen Gleichung ist: 


Ara Denn OWL 2 (EV) 
Bringen wir diese Gleichung auf die alte Form, so wird: 
A C 
y=— B Re Was 
Dies bedeutet die Gleichung einer geraden Linie, für dietg a — — B 
und b= N ist; man bezeichnet sie auch als lineare Gleichung. 


B 
Für zwei gerade Linien ergeben sich die Gleichungen: 
1. y=xtga —b 
2. y=xtgß-b’ 

Jede Gleichung wird durch unzählig 
viele Werte von x und y erfüllt. Die 
Wertepaare sind für beide Gleichungen 
verschiedene, doch gibt es ein Wertepaar 
x; und y, (Fig. 8), das beiden Glei- 
chungen genügt, nämlich dasjenige des 
Schnittpunktes beider Geraden. Die Auf- 
lösung zweier zusammengehöriger Glei- 
chungen ersten Gerades mit zwei Unbe- 
kannten bedeutet somit geometrisch die Be- | 
stimmung des Schnittpunktes der Geraden. Fig. 8. 





Aufgaben: 
1. Geht die Gerade x— 3y— 7 —=0 durch den Schnittpunkt 
von 2y—3x=8 und 4x— 7y=1? 
2. Man bestimme den Schnittpunkt der Geraden: 
6x—7y—+5=0 und 56y=40--48x. 


2. Die Gleichung des Kreises. 

Manlegtzweckmäßig den Koordinaten- Y 
anfangspunkt zunächst in den Mittelpunkt 
des Kreises. Aus Fig. 9 ergibt sich als re) 
Gleichung des Kreises: 

ZU VL, 

Die Gleichung des Kreises ist eine x 
in Bezug auf x und y quadratische Glei- 
chung d. h. eine Gleichung zweiten Grades. 

Verlegt man den Koordinatenanfangs- 
punkt vom Mittelpunkt des Kreises nach a 
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außerhalb, und sind die Koordinaten 
des Mittelpunktes mit Bezug auf das 
neue Koordinatensystem a und b und 
die des Punktes P im neuen System 
wieder x und y, so folgt nach Fig. 10 
die Gleichung: 

(x — a” +-(y—b’=r. 

Man nennt einen solchen Wechsel 
des Koordinatensystems auch Koordi- 
natentransformation. 





Aufgaben: 


3. Man zeichne den Kreis mit dem Mittelpunkte (8, — 5) 
und dem Radius r— 5,75. Liegt der Koordinatenanfangspunkt 
innerhalb oder außerhalb des Kreises? 

4. Man zeichne den Kreis: (x — 4)? (y— 5)’—= 16. 


3. Die Gleichung der Parabel. 


Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, die von 
einem festen Punkte F und einer festen Geraden D D/ die gleiche 
Entfernung haben. 

Y\ P sei ein beliebiger Punkt der 
A 
Parabel. 

Es wird verlangt PD=PF. 

Wir bezeichnen F L mit p und 
nennen diese Strecke den Parameter 
der Parabel. Der Punkt F heißt der 
Brennpunkt, die feste Gerade D D‘ 
nennt man Direktrix oder Leitlinie. 
Wir legen die Y-Achse parallel zu 


DD‘, odßOF=LO— 5 wird; 








die X-Achse verläuft in der Verlänge- 


Fig. 11. 
rung von OF. 
Aus dem rechtwinkligen Dreieck FQP (Fig. 11) Du 
(PP)? —= (E.Q)? (PO), Se - 0 


ee SERIE +5, denn OÖ als Punkt der Parabel muß von 
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L und F gleich weit entfernt sein. FQ=x—, und, BO, ee 
Folglich wird aus Gleichung I: 


+3)=6-3) +4. HOMER CTEN 


Ya Dix. W (II) 

Dies ist die Gleichung der Parabel. 

Wir stellen uns nun die umgekehrte Aufgabe. Gegeben sei 

eine Gleichung y„? —=2px. Wir wollen die Kurve aufsuchen, die 
durch die Gleichung dargestellt wird. Man wählt zu dem Zwecke 
die eine Variable z. B. x unabhängig und ermittelt den Wert der 
abhängigen Veränderlichen y. 
“ Wird für x ein negativer Wert eingesetzt, so wird y? negativ. 
Da es aber keine reellen Zahlen gibt, deren Quadrat negativ ist, 
so folgt daraus, daß x nicht negativ sein kann. Die Parabelpunkte 
müssen demnach alle auf der rechten Seite der Y-Achse liegen, da 
nur hier x positiv ist. 

Ist x=0, so wird auch y —= 0 d. h. die Parabel geht durch 
den Koordinatenanfangspunkt O; wir nennen ihn den Scheitel 
der Parabel. 

Ist x positiv, so erhält man für y zwei verschiedene Werte, die 
sich nur im Vorzeichen unterscheiden. Setzt man beliebig einen 
Wert für y ein, d. h. ist x=f(y), so ist nach $ 1 die Funktion 
in y zweideutig. Wir finden oberhalb und unterhalb der X-Achse 
einen Punkt P’ und P’” (Fig. 11). Sie liegen senkrecht überein- 
ander, gleich weit von der X-Achse entfernt. Wir erhalten lauter 
Punktpaare, die symmetrisch zur X-Achse liegen, und man nennt 
letztere deshalb auch die Symmetrieachse der Parabel. 

Setzt man ferner für x immer größere Werte, so nimmt auch 
y unbegrenzt zu. Je weiter die Parabel gezeichnet wird, um so weiter 
wird sie sich nach beiden Seiten von der X-Achse entfernen. 

Nachdem so im allgemeinen gefunden worden ist, daß die ge- 
suchte Kurve immer rechts von der Y-Achse liegt, durch den An- 
fangspunkt geht, zur X-Achse symmetrisch ist und im Unendlichen 
verläuft, setze man für x in die Gleichung bestimmte Zahlenwerte 
ein z. B. 1, 2, 4, 6, 7!/2, 10, 15, 20 usw. und zeichne mit dem 
Parameter p—=4 die in Fig. 11 gegebene Parabel. 
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Aufgaben: 


5. Man zeichne die Parabeln, deren Gleichungen y?’—=3x, 
= 08% und y’=- 5x aind, | 

6. Man verschiebe das Koordinatensystem parallel zu sich 
selbst, so daß der Brennpunkt F der neue Anfangspunkt wird. 
Wie lautet dann die Gleichung der Parabel? 
7. Welche Kurve wird durch die Gleichung „?” =—2px 
dargestellt? Dr 

8. Man zeichne die Kurve x? =2py und y=x°, 


1 
9. Man zeichne die Kurve s u 2.12, 


4. Die Gleichung der Ellipse. 


Die Summe der Entfernungen eines beweglichen Punktes P 
von 2 festen Punkten F und F’ soll konstant sein. 

Gesucht wird die Glei- 
chung der Bahnkurve, die 
der bewegliche Punkt P 
beschreiben kann. 

Man wählt als Ko- 
ordinatenanfangspunkt O, 
den Halbierungspunkt der 
Strecke F F‘, deren Länge 
—2esei. Es it OF= 
OF’=e. Die Punkte F 
und F’ nennt man die 
Brennpunkte, die Entfer- 

Fig. 12a. nung e die Exzentrizität der 
Ellipse. 

Die veränderlichen Entfernungen des Punktes P von F und F‘ 
seien r und r‘, ihre konstante Summe = 2a. Wir erhalten als 
Gleichung der Ellipse: 





r-i=2a 0.0.0. Ge 
Es muß r—+-.r’ größer als 2e sein, denn die Summe zweier Drei- 
ecksseiten ist stets größer als die dritte Seite. Der Punkt P— 
Fig. 12a — habe die Koordinaten x und y.. 
Aus Dreieck PCF folgt: 


= (e — 2)’ 4° 
ro Ye Zee ye 1 
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Aus Dreieck PCF’ folgt: 
(4m? +y 
NE A Ed 
Setzt man die für r und r‘ gefundenen Werte in Gleichung I 
ein, so wird: 
Ye— ss? +y2+ye+® +yP=2a ..... (WW 
Man quadriert diese Gleichung zweimal und erhält durch 
Ausrechnen: 
x? (a? — e?) + y?a? — a? (a? — e?)— 0 
2a war größer als 2e, also auch a>e. Man setzt für a? — e? 
zur Abkürzung b? und erhält nach Division mit a? b? als Gleichung 
der Ellipse: 





Die Gleichung enthält nur die Quadrate von x und y, sie wird 
also durch die Koordinaten — x, — y eines Punktes P’ in gleicher 
Weise erfüllt wie durch g\ 
die Koordinaten x, y un- 
seres Punktes P. 

Die Verbindungslinie 
PP‘ geht durch den Ko- 
ordinatenanfangspunkt O 
und wird in ihm halbiert. AN 
Man nennt O den Mittel- 
punkt der Ellipse und jede 
durch ihn hindurchgehende 
Sehne einen Durchmesser. 
Alledurch O gelegten Durch- Denn 
messer treffen somit die Ellipse in zwei zu O symmetrisch gelegenen 
Punkten (Fig. 12b). Die Ellipse liegt außerdem symmetrisch zu 
den Koordinatenachsen und wird durch diese in vier kongruente 
Quadranten geteilt. Lösen wir die Gleichung V nach y auf, 
so folgt: 









DR ARENBLERE 
re a ERST 
y— Va Br 


Man erkennt, daß y nur für Werte vonx zwischen — aund — a 

reelle Werte besitzt, weil sonst die Wurzel aus einer negativen Größe er- 
2 

halten wird. Für x—= = awird y= 0, und für x = 0 folgt 7 —1, also 


14 Einleitung in die Differentialrechnung. 


y==2b. Die Ellipse muß (Fig. 12b) die X-Achse in zwei Punkten 
A, A‘ schneiden, deren Entfernung gleich 2a ist. Sie muß ferner 
(y==b) die Y-Achse in zwei Punkten B, B‘ schneiden, deren 
Entfernung = 2b ist. Man nennt A A’ die große, und BB’ die 
kleine Achse, beide zusammen die Hauptachsen und ihre Endpunkte 
die Scheitel der Ellipse. 

It b=a, so wird e=(, weil 2 —e®=b?. Die Ellipse 
geht dann, wie aus Gleichung V folgt, in die Gleichung eines 
Kreises mit dem Radius a über: 2 -- y?=.a#. 

Der Kreis ist also eine besondere Ellipse, deren Brennpunkte 
im Mittelpunkte vereinigt und deren Hauptachsen einander gleich 
sind. 

Aufgaben: 

10. Man zeichne die Ellipse, deren Halbachsen a=5 und 
b=7 sind, indem man für x nacheinander die Werte 1, 2, 3, 4&.. 
setzt und das zugehörige y berechnet. 

11. Wie groß ist die Exzentrizität e der Ellipse 

x? y2 


Antwort: e=2 V5. 


5. Die Gleichung der Hyperbel. 


Die Differenz der Entfernungen eines beweglichen Punktes P 
von zwei festen Punkten F und F‘ soll konstant sein = 2a. 

Gesucht wird die Gleichung der 
Bahnkurve, die der bewegliche Punkt P 
beschreiben kann. 

Die beiden festen Punkte F und 
F’ nennt man die Brennpunkte der 
Hyperbel, ihre Entfernung sei =2e. 
Der Koordinatenanfangspunkt ist wieder 
so gewählt, daß OF=OF’=e ist. 
Man nennt e die Exzentrizität der Hy- 
perbel. Zieht man von dem beliebig 
gewählten Hyperbelpunkte P, dessen 

Fig. 13, Koordinaten x und y sein mögen, 

Strahlen nach den Brennpunkten, so sei deren Länge mit r und 
r‘ bezeichnet, alsoPF=r und PF’=[r‘; die beiden werden Brenn- 
strahlen genannt. 
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Nach der Voraussetzung würde die Gleichung der Hyperbel 
lauten: 
Da ee aa ed 
wo 2a die konstante Differenz der Brennstrahlen bedeutet. 
Man findet genau wie unter 4 mit Berücksichtigung der 
Fig. 13, indem man x —e)?—=(e— x)? in III setzt: 


TV (Ele RE ma 9 ER 
a a ann) 


Setzt man diese Werte in Gleichung I ein, so wird: 


Vetx? 12 —- Ye— ss! IyP=2a......(W) 

Nach zweimaligem Quadrieren und Umformen erhält man wie 
bei der Ellipse: 

x? (a? — e?) 1 y2a? — a2(a? — e)— 0 

Da die Differenz zweier Dreiecksseiten immer kleiner sein muß 
als die dritte Seite, so wird 2a kleiner sein als 2e, also a<e, 
Wenn wir jetzt wieder a? — e?— b? setzten, so würde im Gegen- 
satz zur Ellipse b? einen negativen Wert erhalten. Deshalb setzt 
man e®— a?—b? und erhält nach Division mit a? b? als Gleichung 


der Hyperbel: 





x?  y2 
TR eure 
und dafür: 
x? y2 
a2 b2 
Wie bei der Ellipse kann man aus dem Umstande, daß x und y 
nur im Quadrat auftreten, schließen, daß die Hyperbel symmetrisch 
zu den Koordinatenachsen verlaufen muß. 
Nach Gleichung V findet man: 


y-lyRzr RER HEV.L 


Man erhält also für y nur dann reelle Werte, wenn x, absolut ge- 
nommen, größer als aist. Legt man daher durch die beiden Punkte 
x=-.a und x=-—-.a der X-Achse 2 Parallelen zur Y-Achse, 
so finden sich innerhalb dieses Streifens keine Hoyperbelpunkte. 
Dementsprechend kann die Hyperbel die Y-Achse in keinem Punkte 
erreichen. Für x=-a wird y=0, d. h. die Hyperbel trifft die 
X-Achse in 2 Punkten A und A‘, deren Entfernung = 2a ist 
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(Fig. 14. A und A‘ befinden sich im Gegensatz zur Ellipse 
zwischen den Brennpunkten, A und A‘ heißen die Scheitel der 
Hyperbel, ihre Verbindungslinie die Hauptachse der Hyperbel. 
Läßt man x vonx == aan wachsen, 
so nimmt auch y immer größere Werte 
an, wie Gleichung VI zeigt. Fürx —=e 


x bis bee 
erhält man y = a bb? Ami, Dies 


ist die zum Brennpunkt F bezw. F’ ge- 
hörige Ordinate, die man auch als Halb- 
parameter p der Hyperbel zu bezeichnen 
pflegt. | 

Schreibt man Gleichung VI in 
etwas anderer Form, nämlich: 


b a\? 
Fig. 14. y —?xyı Er" 2) ii! 


} : { ; a 
so erkennt man leicht, wie mit wachsendem x der Quotient 5 





sich immer mehr der Null, y selbst immer mehr dem Werte 2 
nähert. 
y- x ist aber nach der unter 1. a) gegebenen Ableitung 


nichts anderes als die Gleichung einer geraden Linie, die durch den 
Koordinatenanfangspunkt geht, und deren trigonometrische Tangente 


-. ist. In Fig. 14 sind diese Geraden gezeichnet, sie heißen 


die Asymptoten mit den Gleichungen y = > x und y-— x. 
Diesen Asymptoten nähert sich also die Hyperbel in der Unend- 
lichkeit. 

Für den besonderen Fall, daß a —= b wird, müssen die Asym- 


[ ra 
ptoten aufeinander senkrecht stehen, weil Purz 1, also der von 


der X-Achse und der Geraden eingeschlossene Winkel — 45° 
sein muß. Man spricht dann von einer gleichseitigen Hyperbel. 
Ihre Gleichung lautet: 

2 yamlat! 7 NWDR 
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Im Anhang Seite 121 ist zusammenfassend für Ellipse und 
Hyperbel eine gemeinsame Gleichung abgeleitet. 


Aufgaben: 
12. Man zeichne die Hyperbel, für die a= 4 unde = 5 ist. 
13. Man bestimme die Brennpunkte und zeichne die Asymptoten 


[4 


1%: 





2 
der Hyperbel 3— 7 — 


14. Wie heißt die Gleichung der Hyperbel mit der Hauptachse 
2a — 8 und dem Halbparameter p = 2,5? 


15. Man zeichne die Kurven, die den Gleichungen y = yx?-.a? 
und y—=yx?— a? entsprechen, z. B. für a—5. 
16. Wie heißen die Gleichungen der Asymptoten einer Hyperbel, 


und unter welchem Winkel schneiden sie sich bei der gleichseitigen 
Hyperbel ? 


Ein kurzer Hinweis auf Raumkoordinaten findet sich im Anhang 
auf Seite 123. 


8 4. 
Grenzwert einer Funktion. 


Der Begriff eines Grenzwertes sei erläutert an 4 Beispielen: 


1. Ein Bruch, dessen Nenner andere Faktoren als 2 und 5 
enthält, gibt bei der Verwandlung einen unendlichen Dezimalbruch. 


Es ist z. B. Z — 0,3333...d. h. die Reihe der Zahlen 0,3; 0,33; 
0,333;.... hat den Wert !/s zur Grenze. 


Die Unterschiede zwischen der ursprünglichen Zahl und 0,3 


bezw. 5 und 0,33 etc. sind: 


1 1: 
Bon en 50 

1 4 
303-300 

1 1 
EST VER 3000 


Kohlrausenh. 2 
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Diese Unterschiede werden kleiner als irgend welche angebbare 
Zahl, je mehr Dezimalstellen mit dem Werte 3 man anschreibt. 

Man drückt dies in der Form aus: lim 0,3333... .. = = 

2. Aus der Geometrie wissen wir, daß die Fläche eines Kreises 
die Grenze ist, der sich die Fläche des regelmäßigen eingeschriebenen 
Polygons nähert, wenn die Anzahl der Polygonseiten unbegrenzt 
wächst, und 
3. Wir wissen ferner aus der Trigonometrie, daß die Verhältnisse 
= und ar sich dem Grenzwerte 1 nähern, wenn die Bogen- 
länge x unbegrenzt abnimmt. Nehmen wir x als die unabhängige - 
Variable, so haben wir die Funktion y=f(x). Wir suchen den 








Grenzwert der Funktion, wenn N erka ist. 

Zu dem Zwecke lassen wir x — in Bogenmaß — etwa von 20° 
bis 0° abnehmen. Wir finden unter Berücksichtigung, daß 45° — 
2 ES LED 
u Dis 193g, ‚Ist, für 

* __sinx 
ER 
200 ‚sin 20% — 0,9798 
9 TC 
la 13 sin 100 — 0,9949 
18 TU 
BU sin 50 — 0,9987 
LAD 
ir 180 4 sin 119, 09939 
0 
0 A 
Ds U) 0 


Wir erkennen aus der Tabelle, daß mit abnehmendem x unsere 
Funktion beständig zunimmt und der Zahl 1 immer näher rückt. 
Wir erkennen jedoch nicht, welchen Wert die Funktion annimmt, 
wenn x unendlich klein, wenn x—=(0 wird, denn hier erhalten wir 


die unbestimmte Form a Um den wahren Wert der Funktion 


*, lim Abkürzung für limes, Grenze. 
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zu finden, verfahren wir in der Weise, daß wir sie zwischen 2 andere 
Größen einzuschließen suchen. Ist der Radius eines Kreises OA = 1, 
so ergibt sich aus Fig. 15 
RA: 2 
AO = ET =—=sınXx > 
AB=AO.x—=x-— wox in Bogenmaß 
den Bogen AB bedeutet — 
DBEDB 
ERBAN TI 
Die Figur zeigt, daß tg x größer als 2 ERICH: 
x und x größer als sinx ist. Fig. 15. 


sin x 
Setzen wir tgx — 
cosx 


—igX 


und dividieren dann durch sinx, so wird: 





sinx 


x sinx 
COSX Ber 


1 x 


De 


n 1, 
COSX re 
Daraus folgt für die reziproken Werte: 


sinx 
CO8 2 -<E 


x 

Da nun bekanntlich der Kosinus eines Winkels mit abnehmendem 

x dem Werte 1 zustrebt und für x—=0 den Wert 1 annimmt, so 
fallen die beiden Grenzen, in die wir die Funktion eingeschlossen 
hätten, zusammen, und wir können schreiben: 


pe 
lım — al 














il: 





Wir erkennen hierbei, daß eine Funktion, die unter der Form 


n erscheint, doch einen ganz bestimmten Zahlenwert haben kann. 


4. Ein weiterer wichtiger Grenzwert ist der einer Funktion von 
der Form: 


y— (1 == ) für unendlich wachsendes x. 


: a URCH 1\o 
Wenn man sogleich x » setzte, so würde el und (1 +) 


unbestimmt sein. Es gilt diese Unbestimmtheit an der Grenze 
x—= © zu beseitigen. Wir lassen x das Gebiet der positiven Zahlen 


9* 
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durchlaufen und berechnen mit Hilfe der Logarithmentafel die zu- 
gehörigen Werte von y wie folgt: 


x (1 a 


1\i 
1 (1 = N) == u) 
1 
1 2 
2 (i m 5) = 2,25 
1 3 
3 (1 = ı) = 2,37037 
4 usw. = 2,44141 
10 2,59374 
100 2,70483 
1000 2,71706 
10000 2,71828.. 
100 000 AN ESTG 
1 000 000 2,7182816 


Man berechne den Wert von y für x = 10000 und x —= 
100000 bis auf 7 Dezimalen. 

y nimmt zwar unaufhörlich, -aber mit stark wachsendem x 
immer langsamer zu; es strebt einem Grenzwerte zu. Diesen wollen 
wir e nennen und die Beziehung zwischen y und x für unendlich 
wachsendes x folgendermaßen schreiben: 


f INS 
lim 'y ==Ülım (1 +3) = 
x=o X ==00 x 


$ 5. 
Ableitung der Zahl e mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes. 
Die am Schluß des $ 4 erläuterte Zahl e ist für die Differen- 


tialrechnung und Lösung von Differentialgleichungen von so erheb- 
licher Bedeutung, daß ihre weitere Betrachtung bereits hier gegeben 


n 
werden möge. Zu dem Zwecke wollen wir den Ausdruck (1 — 2) 
— an Stelle von x ist n gesetzt — nach dem binomischen Lehr- 
satze entwickeln. 


1. Der binomische Lehrsatz. 
Der unter diesem Namen bekannte Lehrsatz löst die Aufgabe, 
eine beliebige Potenz eines Binomens z. B. (a —+- b)% zu entwickeln. 
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Wir knüpfen an die bekannte Formel: (a —- b)? — a? -- 2ab 
+ b? an und bilden (a—+b)’. Wir multiplizieren (a—-b)? mit 
(a—-b) und erhalten a? 3a?b + 3ab?-+-b?. Multiplizieren wir 
nochmals mit (a-+-b), so wird: 

(a —+ bt —= a! 4a?b + 6a?b?—Aab?’ bt... (A 

Die Koeffizienten 4, 6, 4 in dieser Formel heißen die Bino- 
minialkoeffizienten. Setzt man allgemein für sie K,, K,, K,, usf., 
so können wir die rechte Seite in der Form schreiben: 

a® 4 Kaan-ip 4 R,an2b?4 K,an-3b3..4- K,bn . (2), 
indem wir den Exponenten 4 allgemein durch n ersetzen. Wie 
lassen sich nun diese Binominialkoeffizienten bestimmen? Da das 
Binomen selbst keine Zahlenkoeffizienten, sondern nur a und b ent- 
hält, so können die Binominialkoeffizienten nur vom Exponenten 
abhängig sein. Wir denken uns (a—-b)" als Produkt von n-Fak- 
toren hingeschrieben: (a—b) (a 4b) (a+b) a-+b). . nmal. 
Multiplizieren wir aus, so wird das Ergebnis eine Summe von Pro- 
dukten sein. Jedes Produkt hat n Faktoren, die teils a, teils b 
lauten. Wir multiplizieren das erste a mit den n-—1 übrigen a 
und erhalten a®. Dieses Glied kann nur einmal erscheinen, weil 
dann jeder der n-Faktoren bereits sein a zur Multiplikation geliefert 
hat, das Gleiche gilt für das letzte Glied br. 

Das zweite Glied aus Gleichung 2 nämlich a®—-1,b ergibt sich, 
indem n — 1 Faktoren ihr a und einer sein b liefert. Diese Mög- 
lichkeit besitzen jedoch sämtliche n-Faktoren, denn hat der erste 
sein b gegeben, so liefern die anderen ihr a. Gibt der zweite sein b, 
so geben der erste und sämtliche auf den zweiten folgende Faktoren das a. 
Es beteiligen sich also alle n-Faktoren an der Bildung von an-1,.b, 
und wir erhalten: n.(a®-1.b). Wie steht es mit der Beteiligung 
der Faktoren an dem Produkt a®-2b?? Hier haben zwei Faktoren 
ihr b zu geben, die übrigen n— 2 ihr a. Dieses Produkt wird so 
oft gebildet werden können, wie es möglich ist, aus n-Dingen zwei 
hervorzuheben d. h. aus ihnen ein Paar zu bilden. Wir wählen 
als Beispiel n—4. Jedes dieser 4 Dinge kann mit jedem anderen, 
also mit dreien zusammengefaßt werden, wodurch 4 mal 3 Paare 
entstehen würden. Hierin ist jedoch jedes Paar doppelt gezählt, 
weil z. B. das erste mit dem letzten, wie auch das letzte mit dem 
ersten multipliziert werden würde. Wir haben also noch durch 2 
zu dividieren und erhalten: 
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4.3 n(n—]1) 


Sach (a®—-2h2) und allgemein Bozen 


Setzt man diese Überlegung folgerichtig fort, so erhält man als 
Resultat den binomischen Lehrsatz: 


@+b=ar+- Kanzel? Me ga 2,6’ + 


en Er | n 
SEE RT. ®b? —....—bM 


Aufgaben: 

Man entwickle nach dem binomischen Lehrsatze: - 

17. (a-- b)’ und vergleiche das Resultat mit dem, welches man 
erhält, wenn Gleichung 1 mit (a—- b) multipliziert wird. 

18. (a — 1) = a® — 63° + 15a — 202° 4 15a? — 6a +1. 

19. (L+x)? = 1 + 8x + 28x? + 56x? 4 70x? 456x2° + 
282° 8x7 x. 

20. (2) = ar 4 Pe FH 

x x? xt 

21. Man setze in Aufgabe 19 der Reihe nach folgende Zahlen- 
werte fürx ein: 10; 1; 0,1; 0,01; 0,001; und entwickle mit ihnen 
das Binomen. 

22. Man setze in Aufgabe 20 der Reihe nach für x die Werte 
1; 10; 100; 1000 ein und nehme die Entwicklung vor. 

Man betrachte in Aufgabe 21 und 22 den Einfluß der Glieder 
mit höherem Exponenten auf das Ergebnis. 


28. ‘(1 N —Bi, wenn Ley, 


24. (1 a af Bee 


es} 1 1 
23. VITR=U+MP its mt 


2. Ableitung der Zahl e. 
n 
(1 -— 2) soll nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt 


werden. Wir erhalten: 
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a 


1 
ae aa 


Setzen wir jetzt wie in $ 4 Absatz 4 für n den Wert », so 


2 ; 
werden auf der rechten Seite alle | au gegenüber der 1 im 
Klammerausdruck gleich Null und wir erhalten: 
' Er 1 1 1 1 
Im (145) TITTEN TRENGBENOHE NARBEN GN 


Weitere Ausführungen über die Zahl e und über Reihenent- 
wicklung finden sich im Anhang Seite 125. 


Man hat die so definierte Zahl e als Basis eines Logarithmen- 
systems gewählt. Wir erinnern zunächst an Folgendes. 


Ist a@—=x, so ist n der Logarithmus von x zur beliebig ge- 
nommenen Basis a. Man schreibt: n —= ‚log x. 


Nimmt man als Basis des Sy- 2, 
stems die Zahl 10, so hat man die 
gewöhnlichen Briggischen Loga- 
rithmen unserer Tafeln: 

z==logx, wenn 10? — x ist. 

Der gesuchte Logarithmus z soll 
also so beschaffen sein, daß er 
zur Basis 10 als Exponent gesetzt 





x ergibt. 
Für x = 0, ist z—= — », denn 
= 00,\, ai 
10 ist = —— =(. Fig. 16. 


1% 
Für wachsende Werte von x steigt die entsprechende Kurve 
beständig an, indem sie sich immer mehr abflacht (vergl. Fig. 16). 


Die Größe der Ordinaten z kann aus den Logarithmentafeln 
entnommen werden. 
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Aufgabe 26. Man setze für x nacheinander folgende Werte 
ein: O0; 0,001; 0,01; 0,1; 0,2; 0,4; 1; 4; 6; 10; 100; 1000; 
10000; und zeichne die entsprechende Kurve. 

Nimmt man nunmehr als Basis des Logarithmensystems die 
Zahl e, so erhält man die sogenannten natürlichen Logarithmen. 
Man schreibt: y= In x (log. naturalis); dann ist x= eV. 

Für x=0, ist y wieder — », denn e=-% — 2 =(. 

xl, ist yo, dennlen—r(0) Jar 

Man findet eine Kurve, die der in Fig. 16 gezeichneten ähnlich 
ist, nur daß an Stelle der Basis 10 überall e getreten ist. 


Aufgabe 27. Man zeichne die Kurven füry—=Inx und y=ef*. 


Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Briggischen und 
den natürlichen Logarithmen ? | 

Der Logarithmus von 10 im natürlichen System ist diejenige 
Zahl, die — zur Basis e als Exponent gesetzt — die Zahl 10 
ergibt. Die gesuchte Zahl schreibt man In 10. Also ist 10 = eln!0, 
Bezeichnen wir den natürlichen Logarithmus einer Zahl x mit Y, 
den Briggischen mit y, so haben wir x=eY bezw. x— 107, also 
e”—= 107. Setzt man für 10 seinen Wert el@10 ein, so wird 

er = 67 a 0 und Ye y ind 


ER 
’F mio 
Man setzt En m und nennt m den Modulus der Briggi- 


In 10 

schen Logarithmen — 0,4342945 ..., demnach ist In 10 = 2,3026... 
Man schreibt dafür die gekürzten Werte m — 0,434 und In 10 —2,3. 

Ist ein natürlicher Logarithmus — Inx — gegeben, so erhält 
man für ihn in Briggischen Logarithmen: Inx — 2,3 logx und für 
logx entsprechend log x = 0,434 In x. 

Im Anhang S. 124 wird gezeigt daß wir x=eY in einer Reihe 

y3 

1:.203? 
Setzen wir x entsprechend als Funktion der Briggischen Loga- 


2 
rithmen, so erhalten wir die Reihe: x—=1-- En ae (y In 10) 


-H 
Inz 
(y In 10)3 
1200 Ara, 


h . L R Y? 
entwickelt schreiben können: x—=1-- mi e— RN 
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Die erste Reihe erscheint als die natürlichere und daher der 
Name: „Natürliche Logarithmen“. 


Aufgaben: 
28. Wie groß ist y=Ine? —=1log10? = ,loga? Weshalb? 
23: Wie’grob. ist y=In 19%, —= log 1? = zlog 1? 
30. Gegeben x=eY. Was ergibt Inx? 
31. Gegeben Inx=y. Wie groß ist x? 


S 6. 
Unendlich kleine Größen. 


Der im $ 4 erläuterte Begriff eines Grenzwertes ist für viele 
Betrachtungen von grundlegender Bedeutung, wenn es sich darum 
handelt, aus dem Gesamtverlauf eines Vorganges, seine augenblick- 
lichen Zustände und Eigenschaften zu erforschen. Ohne den Begriff 
des Grenzwertes ist es z. B. nahezu unmöglich, eine deutliche Vor- 
stellung von der Geschwindigkeit eines Körpers in einem bestimmten 
Zeitpunkt zu gewinnen. Die durchschnittliche Geschwindigkeit eines 
Eisenbahnzuges kann ohne weiteres als Quotient des während eines 
bestimmten Zeitabschnittes zurückgelegten Weges durch die Zeit 
bestimmt werden. Wenn der Zug zum Durchfahren von 118 km 
11/2 Stunden gebraucht hat, so ist seine durchschnittliche Geschwindig- 
keit 78,66.. km in der Stunde oder im absoluten 0.G.S.-System 
2185 cm in der Sekunde. Wir wissen damit noch nicht, wie groß 
beispielsweise die Geschwindigkeit am Ende der ersten Stunde war, 
als der Zug den Ort C durchfuhr. Zur Bestimmung dieser Ge- 
schwindigkeit gerade in C beobachtet man die Strecke, die der Zug 
in der der ersten Stunde unmittelbar folgenden Minute durchfährt. 
Hat man 1308 m ermittelt, so findet man als durchschnittliche 
Geschwindigkeit in der Sekunde 2180 cm. Will und kann man 
noch genauer beobachten, so mißt man die Strecke, die der Zug in 
der Sekunde zurücklegt, die unmittelbar der vollendeten ersten Stunde 
folgt. Findet man 2180 cm, so kann man es für wahrscheinlich 
halter, daß dies die Geschwindigkeit des Zuges am Ende der ersten 
Stunde war. Den genauen Wert wird man jedoch erst erhalten, 
wenn man die betrachtete Zeit immer kleiner und kleiner werden 
läßt. Die ermittelten Strecken werden ebenfalls immer kleiner ge- 
messen werden. Das Verhältnis der jeweilig zurückgelegten Strecke 
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zu der zum Durchfahren gebrauchten Zeit wird der tatsächlichen 
Geschwindigkeit im Punkte C unmittelbar nach Verlauf der ersten 
Stunde immer näher und näher kommen. Ja, wenn wir die Zeit 
nur genügend klein wählen, so wird uns das Verhältnis der sehr 
kleinen Strecke zur sehr kleinen Zeit nicht nur die wahrscheinliche, 
sondern die tatsächliche Geschwindigkeit im Punkte C darstellen, 
Wir können somit die Geschwindigkeit definieren als das Verhältnis 
zweier sehr kleiner Größen. Wir wollen. sie als unendlich kleine 
Größen bezeichnen, deren Verhältnis sehr wohl eine endliche nes 
bedeuten kann, wie hier die Geschwindigkeit. 

Andererseits wollen wir unendlich kleine Größen, deren Ver- 
hältnis einen endlichen Wert hat, unendlich klein von derselben 
Ordnung nennen. Was würde man dann unter unendlich kleinen 
Größen verschiedener Ordnung zu verstehen haben? Um uns diese 
Beziehung klar zu machen, knüpfen wir an die Betrachtung end- 
licher Größen verschiedener Ordnung an. 

Man nennt zwei endliche Größen von gleicher Ordnung, wenn 
die kleinere gegenüber der größeren nicht vernachlässigt werden darf. 
Dies hängt zunächst von dem angestrebten Genauigkeitsgrade der 
betreffenden Rechnung ab. Will man z. B. ein Kilo Eisenerz ab- 
wägen, so wird es dem Käufer im allgemeinen gleichgültig sein, ob er 
statt 1000 g nur 990 g erhält. Mit 900 g, d.h. mit 100 g weniger, 
wird er jedoch nicht einverstanden sein. Man sagt: 100 g und 1000 g 
sind im vorliegenden Falle von derselben Ordnung, während 10g gegen- 
über 1000 g der Größenordnung nach klein sind; man kann deshalb 
hier 10 g als Größe kleinerer Ordnung neben 1000 g vernachlässigen. 

Will jemand den Widerstand z. B. eines Elektrolytes aus 
wissenschaftlichen oder anderen Gründen so genau als überhaupt 
möglich bestimmen, und steht ihm zum Vergleich ein Präzisions- 
widerstand von 1 Ohm zur Verfügung, so wird er diesen zweck- 
mäßig vorher in der Phys.-Techn. Reichsanstalt eichen lassen. 

Der von der Reichsanstalt beigegebene Beglaubigungsschein gibt 
für Präzisionswiderstände eine Abweichung von den Normalen der 
Reichsanstalt bis auf wenigstens + 0,0001 des Sollwertes an. 

Bei der geforderten Genauigkeit der Messung wird man somit 
weder 0,01 noch 0,001 Ohm ... neben 1 Ohm vernachlässigen dürfen. 
Man wird vielmehr erst einen Fehler von 0,00001 Ohm als Größe 
kleinerer Ordnung gegenüber dem 1 Ohm außer Betracht lassen 
dürfen, weil hier die Grenze der von der Reichsanstalt angegebenen 
Genauigkeit überschritten wird. 
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Wenn man dagegen den Widerstand einer oberirdischen Tele- 
graphenleitung mißt, der z. B. 3500 Ohm betragen mag, so ist es 
ziemlich gleichgültig, ob bei der Messung Fehler von einigen Ohm 
untergelaufen sind, denn bei dem erstrebten geringeren Genauigkeits- 
grade können einige Ohm als Größe kleinerer Ordnung gegenüber 
den 3500 Ohm vernachlässigt werden. 

Übertragen wir diese Betrachtung auf die unendlich kleinen 
Größen, so wird man als das wichtigste Resultat anzusehen haben, 
daß man eine unendlich kleine Größe neben einer endlichen, zu 
der sie als Summand tritt, vernachlässigen darf, daß man ferner 
eine unendlich kleine Größe niederer Ordnung neben einer solchen 
höherer Ordnung genau wie oben bei endlichen Größen wird ver- 
nachlässigen dürfen. In der Differentialrechnung wird von diesem 
Satze häufig Gebrauch gemacht; an späterer Stelle wird diese 
Betrachtung noch erläutert werden. Es wird trotzdem nützlich 
sein, die Definition unendlich kleiner Größen verschiedener Ordnung 
rein mathematisch zu geben, um die Verschiedenheit der Ordnung 
aus rein äußerlichen Kennzeichen bereits entnehmen zu können. 

Für diese Betrachtung ist nur wesentlich, ob zwei unendlich 
kleine Größen von derselben Ordnung oder höherer bezw. niederer 
Ordnung unendlich klein sind. Es seien & und £ zwei unendlich 
kleine Größen derselben Ordnung; dann muß ihr Quotient (wie im 


Falle der Geschwindigkeit) © — n eine endliche Größe sein. Ergibt 


der Quotient keine endliche Größe, sondern ist er selbst wieder 
unendlich klein oder unendlich groß, so können & und $ nicht 
2 z. B. die 
& 
unendlich kleine Größe y, die mit & von gleicher Ordnung sei, so daß 


von derselben Ordnung unendlich klein sein. Ergibt 


U den endlichen Wert m ergeben muß, so findet man — füry=«m 
@& 


ice 
& 
ponent, ist das Kennzeichen, daß £& von höherer Ordnung wie «, 
hier also unendlich klein zweiter Ordnung ist. Addieren wir eine 
solche Größe zweiter Ordnung zu einer solchen erster Ordnung, so ist: 
a+ß=ea+ma=a(1+ me). 

In der Klammer steht die unendlich kleine Zahl m« additiv 

mit der endlichen Zahl 1 verbunden. Wir haben bereits gesehen, 


— die Gleichung am oder®=a?m. Dies «2, d.h. sein Ex- 
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daß wir einer endlichen Zahl eine unendlich kleine Zahl addieren 
oder subtrahieren können, ohne an der Größe der endlichen Zahl 
etwas zu ändern. Mit anderen Worten: wir können m & neben der 1 
in der Klammer vernachlässigen und die rechte Seite der Gleichung 
gibt &. Die Gleichung kann aber jetzt nur noch dann aufrecht 
erhalten werden, wenn # als unendlich klein höherer Ordnung neben 
«& auf der linken Seite zu vernachlässigen ist. Hieraus folgt, daß 
wir eine unendlich kleine Zahl höherer Ordnung wie &? neben der 
unendlich kleinen Zahl & vernachlässigen können; desgleichen auch 
a® neben @® und @* neben a° usw. 


rk 
Differenzen- und Differentialquotient. 


Das bereits erläuterte Beispiel eines Eisenbahnzuges diene auch 
der weiteren Betrachtung als Unterlage. Wir haben in $ 6 die 
Geschwindigkeit des Zuges ohne weiteres als den in der Zeiteinheit 


zurückgelegten Weg — c = — — definiert. Sind s und t endliche 


Größen, so kann diese Definition der Geschwindigkeit nur solange 
Bestand haben, als es sich um eine 
gleichförmige Bewegung handelt, denn 
nur bei dieser werden in gleichen Zeiten 
gleiche Wege zurückgelegt. Der Be- 
wegungsvorgang läßt sich leicht geo- 
metrisch wiedergeben. Der zurückgelegte 
Weg s berechnet sich zuc.t. Man 
trägt die Geschwindigkeit c auf der 
Y-Achse, die Zeit t auf der X-Achse 
ab, dann stellt das schraffierte Rechteck den zurückgelegten Weg dar. 

Wir setzen nun den Fall, daß unser Eisenbahnzug aus dem 
ebenen in ansteigendes Gelände gelangt und sich dort fortbewegt und 
zwar unter voller Anspannung der Maschine. Wir fragen wiederum 
nach der Geschwindigkeit des Zuges in einem beliebigen Punkte © 
der Steigung. Wir werden zunächst keine gleichförmige Bewegung 
mehr erhalten, weil der Zug in seiner Aufwärtsbewegung durch 
die Anziehungskraft der Erde gehemmt wird. Bezeichneten wir 
die konstante Geschwindigkeit mit c, so wollen wir zum Unter- 
schiede jetzt die veränderliche Geschwindigkeit v benennen. Bei 





Fig. 17. 
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gleichmäßiger Steigung wird die Geschwindigkeit eine gleichmäßige 
Abnahme erfahren, während bei mehr und mehr zunehmender Stei- 
gung die Abnahme entsprechend ungleichmäßig erfolgen wird. 

Wir betrachten zuerst die gleichmäßige Abnahme. Messen wir 
in gleichen Zeitintervallen die Chun en des Zuges und 
tragen wir sie wie in Fig. 18 auf 
der Y-Achse auf, während die Zeiten 
auf der X-Achse gemessen werden, 
so wird man finden, daß die Or- 
dinaten der Geschwindigkeit v,, V,, 
Va ... immer um dieselbe Strecke 
kleiner werden. Die Verbindungs- 
linie der Endpunkte wird eine gerade 
Linie ergeben. Wir nennen die in 
der Zeiteinheit erfolgende Abnahme 
der Geschwindigkeiten die Verzöge- 
rung (bei abfallendem Gelände entsprechend Beschleunigung) und 
bezeichnen sie mit a. 





Fig. 18. 


Im Falle einer ungleichmäßigen Abnahme — das Gelände wird 
steiler und steiler — werden die Ordinaten der Geschwindigkeit 
nicht mehr um den gleichen 
Betrag abnehmen, sondern von 
Sekunde zu Sekunde rascher 
kleiner werden. Infolgedessen 
muß die Verbindungslinie der 
Endpunkte der Ordinaten eine 
Kurve ergeben, wie sie z. B. 
in Fig. 19 gezeichnet ist. 

An dieser Stelle soll nur 
der Fall der gleichmäßigen Ver- 
zögerung betrachtet werden.(Bei 
späterer Gelegenheit wird der 
Weg, den der Zug unter dem Einfluß einer ungleichmäßigen Verzögerung 
zurückgelegt hat, einer besonderen Betrachtung unterworfen werden.) 
Zur Bestimmung der Geschwindigkeit im Punkte © werden wir die 
auftretende Verzögerung a in irgend einer Weise in Ansatz bringen 
müssen. Nun ist aus der Experimentalphysik bekannt, daß ein 
Körper unter dem Einfluß einer gleichmäßigen Beschleunigung bezw. 
Verzögerung a in der Zeit t einen Weg zurücklegt, der sich nach 





0123# 5 6 Sekunden Ä 


Fig. 19. 
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1 b ö 
der Formel berechnen läßt: s—= ct — EI t2, wo c die Geschwin- 


digkeit bedeutet, mit der der Zug bei A das ebene Gelände verläßt. 
Der Zug möge nun in C angelangt die Strecke s cm — ge- 
rechnet vom Anfangspunkte der Steigung A — durchfahren und 
die Zeit t Sekunden dazu ge- 
braucht haben. In geringer 
Entfernung oberhalb © liege 
der Punkt D (Fig. 20). Seine 
Entfernung von A betrage s, 
cm, zu dieser Strecke habe der 
Zug t, Sek. gebraucht. Die 
BE: Differenz der Entfernungen 
s, —s also die Strecke CD wollen wir mit /s (Delta s), die 
Differenz der Zeiten t, —-t mit /t bezeichnen. Der Weg von A 
bis D ist dann s-+- /s cm, die zugehörige Zeit t- /t Sekunden. 
Unter Anwendung deroben gegebenen Formel erhält man 2 Gleichungen: 
Für die Strecke AC: 


la ee 
Für die Strecke AD: 
s+Is=e(i+ 19a 202. se 





Das gibt: 
+ 4s=u+04t— Ja — a: dt — Sagt. 
Subtrahiert man Gleichung 1): 


s—ct — 51% t? 
so bleibt: As=eN—atNt— AR. 13 "9 ARTEN 
Wir erhalten in Anlehnung an die frühere Formel c = den 


Quotienten indem wir beide Seiten durch /t dividieren. Also 


At 
As At ’ 
Fe oalı+ lt) in 
Man nennt, da /s eine Weg- und /t eine Zeitdifferenz darstellt, 


BR \ a . 
g einen Differenzenquotienten — hier eines Weges nach der Zeit. 
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Denken wir uns jetzt den Punkt D unmittelbar oberhalb C 
liegend, so daß der Zug zum Durchfahren der sehr kleinen Strecke 
As nur 1 Sekunde gebraucht, ja lassen wir D immer näher an C 

N BERNER W 1 
heranrücken, so daß die Zeitdifferenz 10* 100’. 1000°° °% Sekunde 
wird, so kommen wir zu denselben Erwägungen, wie wir sie im 
Eingang des $ 6 angestellt haben. 

Denn lassen wir D nur genügend nahe an C heranrücken, 
so wird /t eine unendlich kleine Größe — dasselbe gilt von 
As —, und wir können in Gleichung 3° das unendlich kleine Glied 


t 3 : 
= neben dem endlichen t vernachlässigen, weil nach $ 6 eine 


unendlich kleine Größe, die zu einer endlichen als Summand gesetzt 
ist, neben der endlichen Größe vernachlässigt werden darf. Da je- 
doch /s und Z/t jetzt unendlich klein geworden sind, so nähert 
sich der Differenzenquotient a einem Grenzwert. Man schreibt 
wie im $ 4: 

WURSITE 

lim Ir a at ln ee 

Diesen Grenzwert des Differenzenguotienten bezeichnet man als 
Differentialquotienten. Man schreibt: 

BERZTBR 8 
Und na la cn Er 

Der Differentialquotient entsteht also aus einem Differenzen- 
quotienten immer dann, wenn wir zur Grenze übergehen, also die 
Differenzen unendlich klein werden lassen. 

Man bezeichnet ds und dt 
als Differentiale. Über die Na- 
tur dieser Differentiale ist noch 
einiges zu sagen. Sie bedeuten 
zweifellos, wie aus der bisherigen 
Betrachtung hervorgeht, unend- 
lich kleine Größen. Werden wir 
sie deshalb aber der Größe Null 
gleichsetzen dürfen? Wenn sie 
als Summanden zu einer endlichen 
Größe gesetzt werden, darf man sie 
vernachlässigen, also weglassen. 
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Für sich allein jedoch unter keinen Umständen. Ein Beispiel möge 
die Betrachtung erläutern. Will man den Inhalt einer Fläche (Fig. 21) 
berechnen, die von einer Kurve, der X-Achse und 2 Ordinaten 
z. B. y. und y„ begrenzt wird, so denkt man sich, wie später aus- 
führlich gezeigt wird, die Fläche in beliebig viele Streifen zerlegt. 
Die Fläche eines jeden solchen Streifens wird als Rechteck angesehen 
und berechnet. Man vernachlässigt dabei die kleinen schraffierten 
Dreiecke. Nimmt man die Streifen nur hinreichend schmal an, 
d. h. macht man die Differenz der Strecken s, —s, oder ,—85,.... 
— fs nur genügend klein, so werden auch die Dreiecke so klein, 
daß man ihren Inhalt gegenüber dem des Rechteckes vernachlässigen 
darf. Diese sehr kleine Differenz /s stellt uns immer dann das 
Differential ds dar, wenn für die Genauigkeit unserer Rechnung eine 
weitere Verkleinerung nicht notwendig erscheint. Man berechnet 
nun den Inhalt eines solchen Streifens als h.ds, wo h die zu- 
gehörige Höhe bedeuten möge. 

Der gesamte Flächeninhalt ergibt sich durch Addition aller 
dieser Rechtecksinhalte.e Wenn man also ds mit dem Werte O ver- 
wechselte, d.h. ds=0 setzte, so würde jedes h.ds—=0 werden, 
und die Berechnung des Flächeninhaltes würde in sich zusammen- 
fallen. 

Nach der mathematischen Ausdrucksweise läßt man die Diffe- 
rentiale immer als unendlich kleine Größen auftreten. Das im 
Anschluß an diese Betrachtung gerechnete Zahlenbeispiel auf Seite 34 
zeigt aber, daß praktisch — im Rahmen der jeweiligen Betrach- 
tungen — hier also des freien Falles, es bereits ausreicht, wenn wir 
das Differential dt —= !/ıoooo Sekunde annehmen. 

Was bedeutet nun aber der Differentialquotient des Weges nach 
der Zeit an —=c-—-at? Erist, wie im $ 6 das Verhältnis einer sehr 
kleinen Wegstrecke zur sehr kleinen Zeit, also eine Geschwindigkeit, 
und zwar eine Geschwindigkeit, die sich von der am Orte Ö gemessenen 
um so weniger unterscheidet, als die Entfernung zwischen C und 
D so unmerklich klein geworden ist, daß wir die Größe dieser 
Entfernung durch endliche Zahlenwerte nicht mehr anzugeben 


vermögen. Wir dürfen somit sagen, der Differentialquotient 
ds h h Re . 
ame Tat at die gesuchte Geschwindigkeit unseres Zuges im 


Punkte C. 
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Wir wollen die eben durchgeführte Überlegung an einem Zahlen- 
beispiel erläutern und wählen als solches den freien Fall, bei dem 


die Beschleunigung g —= 981 = beträgt. Ein Körper habe 


t Sekunden zum Durchfallen einer Strecke AP=s cm 
gebraucht. Der Punkt Q@ liege gleich unterhalb P, seine 
Entfernung von A sei s-+_7/scm, die zugehörige Fallzeit 
t— 4t Sekunden. Wir fragen nach der Geschwindigkeit 7 


des Körpers im Punkte P. Wir sehen von der Luftrei- 14 
bung ab und finden die bekannten Gleichungen: q 
1 
a 
Ani es eh} ne 
1 
s+4s=,816-+ 40) Var mern (2] 
Hieraus folgt: 
As a 
1 = z ( m KT . . 2 ‘ . . . (3) 
Die Fallzeit des Körpers bis zum Punkte P betrage 5 Sekunden, 
1 1 
Bl. für di an a a OESRNe 
wir wählen für die Zeit 7/t nacheinander SATA don 


Sekunde, indem wir den Punkt @ immer näher an P heranrücken 


lassen. Wir betrachten zunächst den Einfluß der Größe es und 


; TR $ At \ 
fragen: wie klein müssen wir /t wählen, um sem praktisch neben t 
vernachlässigen zu können? Wir setzen die Zahlenwerte ein und‘ 


erhalten, wenn wir die Erdbeschleunigung g rund gleich 981 — 











einsetzen: 

Für 1t= = sec a — 981 (5 de “2 — 5150,250 — 
N = n nn = 981 (5 2 — 4954,050 „ 
= 55 » u =981 (5 Ei or) — 4909,905 „ 
Bu, og »n=91 (5+ = —4905,491 , 


Kohlrauseh. 3 
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1 As | 0,0001 ) cm 
mn u —— —4 _— 
10000 See ze — 981 (6 ._ 905,049 — 

1 0,00001 
— ; er) Sarenıs 9 1 4 ) = 49 5, 49 „ 
in % 100000 ’ R (5 iR 2 a 


Wir sehen also, daß wir uns einem Grenzwert 4905,0 ... 
nähern, den wir praktisch bereits erreichen, wenn wir ft zu 
1/00oo Sekunde annehmen. Wir kommen aber ungleich schneller 





Für ft = 





: i As 
zum Ziele, wenn wir an Stelle des Differenzenquotienten Fr sofort 


da). 
den Differentialquotienten S, — g..6== 981, 5 == 49093 — setzen, 


indem wir „/t neben t vernachlässigen. Hier würden wir also 
das Resultat in gewünschter Genauigkeit bereits erhalten, wenn wir 
das Differential dt = !/ıoooo Sekunde setzen. 

Von Wichtigkeit ist es, im Zahlenbeispiel zu erkennen, wie wir 
mit kleiner werdenden /t die durchschnittliche Geschwindigkeit — 


EB Aral 
denn etwas anderes bedeutet ja we nicht — für einen der fünften 


Sekunde inımer näher liegenden Zeitabschnitt erhalten, ja für einen 
Zeitpunkt, der dem Ende der fünften Sekunde so unmittelbar folgt, 
daß (siehe letzte Zeile der Berechnung) zwischen beiden Zeitmomenten 


nur noch h 90 Sekunde Differenz besteht. 


100000 
Unsere Schlußfolgerung, daß der Grenzwert, dem sich die mittlere 


Geschwindigkeit 2 nähert, nichts anderes mehr sein kann, als die 
Geschwindigkeit im Augenblick der Vollendung der fünften Sekunde, 
also im Punkte P, gewinnt durch das Zahlenbeispiel nahezu greif- 
bare Gestalt. 


88. 


Geometrische Bedeutung der Differentialguotienten und 
Bestimmung der Tangente einer Kurve. 


Eine wichtige Anwendung findet der Differentialquotient bei 
der Bestimmung der Tangente an eine Kurve im beliebigen Punkte P 
(Fig. 23). 


Wir wählen auf der Kurve einen zweiten Punkt P, und ver- 
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binden ihn mit P, so daß PP, eine Sehne der Kurve darstellt. 
Die Sehne bilde mit der X-Achse den Winkel 0. Die Punkte P 
und P, der Kurve seien durch 
die Koordinaten x, y bezw. x, ” ! 
y;, bestimmt. Gehen wir jetzt auf 
der Kurve von P nach P,, so 
müssen wir auf der X-Achse um 
die Strecke x, — x vorschreiten 
und auf der Y-Achse um die 
Strecke y, —y. | 
Bezeichnen wir in Anleh- 
nung an $.7 diese Differenzen 
der Koordinaten mit /x bezw. 
4Iy und übertragen diese Größen auf das rechtwinklige Dreieck 
über PP, der Fig. 23, so erhalten wir: 
VIREN EIY 


u—ı Ax 





Fig. 23. 





(1) 


Lassen wir jetzt den Punkt P, auf der Kurve sich nach P hin 
bewegen, so dreht sich die Sehne um den Punkt P. Die Differenzen 
Ay und 4/x nehmen dabei fortgesetzt ab, bis P, so nahe an P 
heran gekommen ist, daß statt der Differenzen, die unendlich klein 
werden, die Differentiale dy und dx gesetzt werden können, und 


tg 0 = 


lan 
an Stelle des Differenzenquotienten der Differentialquotient 3 tritt. 
> 


Man sagt in diesem Falle, daß P und P, unendlich nahe benach- 

bart sind. Die Sehne ist aber dabei zur Tangente geworden, der 

Winkel o ist in den Tangentenwinkel z übergegangen, und man kann 
schreiben: 

; 2 Ba 

lim tg 0 =t Br —- = —- . 0.0.0.0 

ER gr — lim le: (2) 

Wir können also sagen: Die trigonometrische Tangente des 

Neigungswinkels einer Kurve mit Bezug auf den beliebigen Punkt P ist 

gleich dem Differentialguotienten mit den Koordinaten des Punktes P. 


Ein Beispiel diene als Erläuterung. 


Wir wollen den Grenzübergang von der Sehne zur Tangente 
für den Fall ausführen, daß z. B. die Kurve der Fig. 23 eine 
Parabel darstellt, also der Gleichung y?’ —=2px gehorcht (vergl. 
$ 3 Nr. 3). Der Punkt P hat die Koordinaten x, y und für den 
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Punkt P, können wir die Koordinaten x+J/x und y+4y 
schreiben (Fig. 23). Da beide Punkte der Parabelgleichung y? = 2px 
gehorchen müssen, finden wir für P;: 
Y+-Ay?=2p(&-4 4x) 
y”?+2ydy+ayP?=2px+2p4Ax.... VW 
und für P: 
y? me 9DR en RE EE 
Subtrahiert man II von I, so folgt: 
2ydy-4y7%°?—=2pJIx 
al aaeller un 
El pP 
FT EN te 0 
Gehen wir jetzt zur Grenze über, indem wir /x und Jy 
unendlich klein werden lassen, so können wir auf der rechten Seite 
4fy als unendlich kleine Größe neben dem endlichen 2y vernach- 
lässigen. Wir erhalten: 
Ay; Ay 
x Te er  iı.. 
Mit anderen Worten: Die Differentialrechnung liefert uns ein 
Mittel, die Neigung einer Kurve an jedem beliebigen Punkte zu be- 
stimmen, denn wir brauchen nur festzustellen, um welche Größe y 
wächst, wenn wir x um das sehr kleine Stück /x wachsen lassen. 
Dieser Zuwachs /y wird, wie wir eben gesehen haben, mit Hilfe 
der allgemeinen Gleichung der Kurve ermittelt, und der Quotient 








limes 


limes & — ve stellt die trigonometrische Tangente des Neigungs- 


winkels dar, sobald wir /x unendlich klein werden lassen. 

Wir werden später sehen, wie wir mit Hilfe der noch abzu- 
leitenden Differentiationsregeln oder allgemein mit Hilfe der Differen- 
tialrechnung dieses Resultat sofort rechnerisch ermitteln können. 

d : 
Aufgabe 32. Man leite das Resultat zn — : in der Weise 
ab, daß man in Gleichung 1.: tg o = al für y den Wert 
re 
V2px und für y, den Wert Y2px, setzt und ‘beim Grenzübergange 
x—x, bezw. Yx—Vx, setzt. 
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2. Kapitel. 
Differentialrechnung. 


8 9. 


Ableitung des Differentialquotienten der algebraischen 
Funktionen. 


Der Differentialquotient einer Funktion wird nach dem in $ 7 
und $ 8 dargelegten Verfahren gebildet. 


Wir schreiben als Gleichung I die Funktionsbeziehung zwischen 
x und y hin — als Beispiel wird die Parabelgleichung „ —=2px 
wiederholt —. 

In dieser Ursprungsgleichung setzen wir für yund x die Werte 
y—+Jy bezw. x+ 4x ein und finden Gleichung II. Wir sub- 
trahieren Gleichung I von Gleichung II und erhalten fy=.... 
als Gleichung III. Danach dividiert man beide Seiten mit /x und 
erhält den Differenzenguotienten und hieraus durch Übergang zur 
Grenze den gesuchten Differentialquotienten. 


Beispiel: Gegeben ist die Funktion y„? =2px. 





ee RR Be RN 
BAY ODz HAN N stih 
2p/x 
Bey III 
"2y+25 IM 
As ap 
Ax 2y+Jy 
MEITELGYED 
TEN P r . ‘ . « a (IV) 


Will man das Differential dy benutzen, so schreibt man 
1% 

dy=-—dx. 

Ä % 


1. Gegeben ist eine Funktion f(x) als Summe zweier 
Funktionen g(x) und (x). Gesucht wird der Differential- 
quotient dieser Summe. 

ya) = 9 UK el 
y+JIJy=fx+Ix)=gox4J4x)+vV(x-4x) (ID 
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Iy=f(x+4JIx)— ix a (x) 
nz Ba RE ERS 
I ae px) 
Ax NIX 1x 
VR+A)— U) | 
+ —_— Bi 2 a 


Aus diesem Differenzenquotienten entsteht der Differential- 
quotient, wenn wir /x sich der Grenze O0 nähern lassen. 


Man schreibt dann zur Abkürzung: 











BUEENI EI | af 
lim an ei (2) el lx) ı 
m PEFIIZIR_ (m — IPR 
AR RU ne dx 
vs +) —- vl) .,,...duß@) 
Te er 


Man sagt, f’ (x) ist die Ableitung der Funktion f(x), @’ (x) die 
von (x) usw. Wir können also die Gleichung schreiben: 


d 
wto=PWt+TM .... WM 


oder auch: 
dy=f(xJdx—=g'(xk)dx I (x) dx DE 

Gleichung IV besagt: Der Differentialquotient einer 
Summe von Funktionen der nämlichen Variablen ist gleich der 
Summe der Differentialquotienten der einzelnen Funk- 
tionen oder, was dasselbe sagt: Die Ableitung einer Summe ist 
gleich der Summe der Ableitungen. 

Gleichung IV‘, nur in anderer Form, sagt: Das Differential 
einer Summe von Funktionen ist gleich der Summe der Differentiale 
der einzelnen Funktionen. 

Derselbe Satz gilt für eine Summe beliebig vieler Funktionen, 
wie auch für die Differenz beliebig vieler Funktionen. 

Es gilt demnach allgemein: 

du+-v—- wW=du+dv—dw, 


wo wir unter u, v und w irgendwelche Funktionen von x verstehen. 


2. Der Differentialquotient einer konstanten Größe 
L.tW=9R)+C. 
IL. fx + /x)=p(x+/x)+C. 
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Man subtrahiere I von II und aa mit 4/x, so folgt: 
fx+Jx)— fx BIER TT (x) 
Ax X 
d.h. die Konstante © hebt sich fort und man sagt: Der Differential- 
quotient einer additiv oder subtraktiv auftretenden Konstanten 

ist stets —= (0. 

Um daher die Ableitung einer Summe (oder Differenz) einer 
Reihe von Gliedern, von denen einige konstant sind, zu erhalten, 
bildete man einfach die Summe (resp. Differenz) der Ableitungen 
aller Glieder, die Funktionen von x sind, ohne die Konstanten 
zu berücksichtigen. 





Oder E (2) Dir); 


3. Ist eine Funktion von x das Produkt einer Konstanten 
und einer anderen Funktion von x, d.h. 
ee 
BO je a IE an) In Worten: 
Der Differentialquotient des Produktes einer Konstanten 
und einer Funktion ist gleich der Konstanten multipliziert 
mit dem Differentialquotienten der Funktion. 


Beweis: f(x NER ELTERN N LI 
DV0CHyR ’ NAEH) 
fx + 4x) — f(x x) Ku. yx+-fx) (x—+ ale 9 (IT) 

Ax | 


ln): 
4. Wir suchen den Differentialquotienten, wenn eine Funktion 
das Produkt zweier Funktionen von x ist. 
DE SE NER UL SEN EU LH 
fx +Is)=gyg(x+ fx). vx+4fx)... W 
f(x-+ 4x) — f(x) N p(x+Ax).y(x + Ax)— p(x).v(x) (cm) 
dx Ax 
Man addiere und subtrahiere dem Zähler der rechten Seite die 
Größe p(x).y (x + /x), wozu man berechtigt ist, da die gleich- 
zeitige Addition und Subtraktion der gleichen Größe den Wert un- 
verändert lassen muß. Die rechte Seite wird alsdann: 
PSHAZZUEHAR) — PR) VE HPRIVERHID —- IR) UK) 
Ax 
en LE A Tanke 





—=Y(c+ 42). 
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Betrachten wir die einzelnen Glieder der Reihe nach, so sehen 
wir, daß 


der Grenzwert von vx+IxX)=u(x) ist, 
ya HAID— Pd) _ ‘(x 

„ „ „ Br Er „9 

„ „ „ op (x) Sr 9 (x) 9» 
Ix) — 2 

und „ „ „ Aa} ee u‘ (X) = 


Somit wird die rechte Seite der Gleichung % (x) p' (x) 
+ go (x) w' (x), während die linke Seite beim Grenzun a Eau zu 
f’(x) wird. Die Gleichung lautet also: 
FRE VRPRD HER) WwlK) . . . . (IV 
Hieraus folgt der Satz: Die Ableitung eines Produktes 
zweier Funktionen ist gleich der Summe der Produkte ihrer 
Ableitungen jede multipliziert mit der anderen Funk- 
tion, einfacher: gleich der Summe der Produkte jedes Faktors mit 
der Ableitung des anderen. Für die Folge wird an Stelle des 
umständlicheren Wortes „Differentialquotient“ meist das Wort 
„Ableitung“ gesetzt, solange es sich um die Herleitung dieser so- 
genannten Grundformeln handelt. 
5. Gesucht wird die Ableitung, wenn eine Funktion der Quo- 
tient zweier Funktionen von x ist. 
Es läßt sich diese Differentiation auf die vorhergehende eines 
Produktes zurückführen, indem wir die gegebene Funktion: 
p&) 
u) 
in der Form schreiben: 9(x)=f 
Dann ist nach 4: 


EEE V I -VYRER) 











- 10) RATE 
oder f (X) N ab U 
und da f(x)—= | 
Ä PX) 
f’ (> 2 RAR SR RD E% ä 
KR Dr) 


INIRIR 
nr 6]; 
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Die Ableitung eines Quotienten ist gleich dem 
Nenner mal der Ableitung des Zählers vermindert um 
den Zähler mal der Ableitung des Nenners, dasGanze 
dividiert durch das Quadrat des Nenners. 


6. Gesucht wird die Ableitung der Funktion y=xÜ, won 
zunächst eine positive ganze Zahl sein möge, 
| En ra 
WIN ZERO LE) 
Wir entwickeln die rechte Seite der Gleichung II nach dem 
aus $ 5 bekannten binomischen Lehrsatze: 


Bayer] =xa-14x el 4 


B8 ... + (1x). 
Man subtrahiert Gleichung I, dividiert beide Seiten durch /x 
und erhält: 
a nm In 22, 49x-+...4(4x)-1 (I 
2% 1 
Lassen wir jetzt /x unendlich klein werden, so nehmen alle 
Glieder der rechten Seite bis auf das erste unbegrenzt ab. Wir 
können alle diese unendlich kleinen Glieder neben dem ersten end- 
lichen Gliede vernachlässigen, und erbalten: 


Sue IR: 


Imre en ti Sa TED 
% ’ 


Man erhält die Ableitungeiner Potenz, indem man 
eine neue Potenz bildet, deren Exponent um 1 ver- 
ringert ist, und diese neue Potenz mit dem ursprüng- 
lichen Exponenten — hier n — multipliziert. Dieser Satz gilt 
auch für Potenzen mit negativen und gebrochenen Exponenten, 

Setzt man y=ax, so liefert genau dieselbe Rechnung: 


ae, 


— —anxı-1l 
dx 


Die bisherigen Betrachtungen fassen wir in folgende 
Lehrsätze zusammen: 
Der Differentialquotient einer Summe ist — Summe der Diffe- 


rentialquotienten der einzelnen Glieder. Für die Differenz gilt das 
Gleiche. 
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Der Differentialquotient einer Konstanten ist QO. 


Zur Differentiation einer Funktion, die mit einer Konstanten 
multipliziert ist, bildet man den Differentialquotienten der Funktion 
und multipliziert mit der nämlichen Konstanten. 

Der Differentialquotient eines Produktes ist — der Summe jedes 
Faktors mit der Ableitung des anderen. 

Der Differentialquotient eines Quotienten ist — Nenner mal 
Zählerableitung weniger Zähler mal Nennerahleren dividiert durch 
Nennerquadrat. 

Der Differentialquotient einer Potenz ist — dem Exponenten 
multipliziert mit der im Exponenten um 1 verminderten Potenz. 


Diese Lehrsätze wird man sich zweckmäßig an folgenden 


> N du 
Differentiationsformeln einprägen. Es ist zur Abkürzung u‘ für Te) 





v’ für en, und wie schon bisher y’ für = gesetzt. 
Differentiationsformeln: 
l.y=u+v—w y=u-+v'—w 

De | Ns 

eu Wald, 

4, y—=uy y—=vuw-uv 

B Ya 2. Bes 

92. = Y: y = Be 5: 

DNB yY—=nzı-1 

Es bedeuten u und v also einfach Funktionen von x, was wir 

bisher mit (x), W (x)... . zu bezeichnen pflegten. Die Formeln 


in dieser Schreibweise prägen sich dem Gedächtnis leichter ein. Man 
löse die in &$ 9a gestellten Übungsaufgaben. 


SUR, 
Aufgaben: 
33. I RE UL. „12 1 
x dx x 
1 dy 4 
& —=- —_— x-4 N Lese — den a ee 
34. y ee AB: 4x 4x e” 
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35. y=a 0 
36. y=ax I 
37. y=ax-b Ta 
Bey. —9ax? T—9ax 
ey —blax® I 36ax 
we. 82: 
42. es rue 
43. er rn Bee 
Be . u: 

OBEN 3 
45. = a=:? Lee Here 
46. Pr, Be 


Die unter 33—46 gegebenen Aufgaben sollen teilweise auf die 
Richtigkeit der Lösung geprüft werden, indem beliebige Zahlenwerte 
in die Rechnung eingesetzt werden. Man erhält auf diese Weise 
eine praktische Anwendung der Differentialrechnung und erkennt, 
wie klein in jedem Einzelfalle das Differential mindestens zu 
wählen ist. 


dyamS 
41 (ud. y=3x+5 er 
Man setze: 
Bst mn —4l3 dy__0,3 


Bir 01 dv 03 a 
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d 
48 (zu 39). y —=6.2.x8 = 36.2.392 = 2304 
au, Er: für 
all Y; = 191,4 NER 234 08 9340 
dax001 yon dx 0,01 ; 


Hier ist also das Differential dx nicht hinreichend klein ge- 
wählt, wir nehmen deshalb: Ä 





a yı = 768 
,=2005 1„=779,5 dyi. 1158 9300 
nr 0005. Rdyr 1,5 dx 0,005 


Für jedes andere x erhält man entsprechend andere Werte des 
Differentialquotienten. 











18 dysa a 
49 (zu 41). er 3 x? = —2 
18 für zes 
) ae 
18 
9—302 =; 5% day 0 
dx==002 dy——002 dx 7 0025 
BL d — 
50 (zu 43). y— ya = >Vx=168 
RES: free d 
Re y=V16 = 2,52.. 
,=202 y„=Yi665—2,554 dy_0,034 _ 2, 
dx=0,02 dy= 0,034 dx 0,02 ' 
4 5 dy 8 5 
fi a 
y-2 y=—1+25+6 ee 
— 7,5 
=20b yo 7:0.952°1.9.499 
+6=7,487 dy_— 0013 _ 95 
dx==005 dy=—0,013 dx. 0,08 m 
® d 5 
52 (zu 46). y=x?yx n=zt2-=2%0 
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xy, =4 yı = 16.2 = 32 
x,=401 y, = 32,20 dy_020_,, 
dx=0,01 dy= 0,0 RN 


Man wähle so beliebige Zahlenwerte und rechne die Aufgaben 
33—46 in der angegebenen Weise durch. Die Berechnung erfolgt 
zweckmäßig mit der Logarithmentafel. 


Bez Re Lad ty dy=2xdx 
2 yt dA ya diy Nr leans 


dx 
2% EN EN 8 
54. en: ay dz 2ay®dy 
dz —2ac 
Use dix dx (b-ex)® 
55 RE SERE SE a 
are dx Ally 


er ae N re en 
56. z=V(1—3x?-1 22°) 
d ra 
— — 8x(x— 1) VI 32 288. 
dx 
Zur Erläuterung der Aufgaben 53—56 sei eine Betrachtung 
eingefügt, auf die später vielfach verwiesen wird. Es handelt sich 
um: Funktionen von Funktionen und deren Differential- 
quotienten. 
Ist z eine Funktion von y und y wieder eine Funktion von x, 
so muß auch z eine Funktion von x sein. Wir haben also: 


2 SI JRUBOSYE- OHNE er we l)) 

Man beachte den Wechsel des Funktionszeichens; man wählt 

verschiedene f, @, % ... zum Zeichen, daß die Abhängigkeit nicht 

die gleiche ist. So bedeutet z. B. z=logsinx, daß z eine Funk- 

tion des sinx ist, wobei sinx aber wieder eine Funktion von x ist. 
Wir können für Gleichung I auch schreiben : 


2—=f(p(x)) DR ESEL 
ed dz 
Wir bilden = pe) und Ge) 
dy=g(x)dx d2z—t.[y)dy. 


Es folgt: RL IE DS th 
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Z dz z.,d | 
Also: er (y)-@’(x) oder Here =. 2. Sl 1 REN 

Wir können sagen: Eine Zunahme des x um /x ruft eine 
Zunahme des y um /y, und diese wieder eine Zunahme des z 
um .f/z hervor. Die gesuchte Ableitung der Funktion ergibt sich 
nach obiger Formel durch Multiplikation zweier Ableitungen. Man 
würde also für z=logsinx die Ableitung & erhalten, indem man 
die Ableitung eines Logarithmus bildet und diese Ableitung mit der 
Ableitung des Sinus multipliziert. 

In Aufgabe 53 würde man nach dieser Regel über Funktionen 
von Funktionen die Ableitung einer Potenz y* bilden müssen (wobei 
y=x?°’--.a?); man findet 4y?. Dies ist zu multiplizieren mit der 
Ableitung von y nach x: 


y=x?+.a, also 2x und 
dz 5 3 2 213 
ij, Ay! 27-81 nern 


Die Einführung der Hilfsgröße y kann fortfallen, sobald die 
nötige Übung vorhanden ist. Der Gedankengang und die Au 
bleiben natürlich genau dieselben. 


In den folgenden Aufgaben ist für = das kürzere Zeichen y’ 


gewählt, das wie bekannt die Ableitung von y nach x bedeutet. 
Es ist nicht mehr z als abhängige Variable gesetzt, sondern ein- 
fach y. Will man z. B. in Aufgabe 63 eine Zwischenvariable ein- 
führen, so nehme man beliebige Größen, wie z, u, V, W... 














Aufgaben: 
5 PR. a (+ DR 
a ren el Re 
58 „ax sb Ihe IT 
tz: TO 
x? —1 4x 
59. ee et y @rıy 
N x BE re 





9+4z Tetra 
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3+5x? j 68x 
ae I To—3z 
a—bx 2ab 
sr I a bx a her: 
68. 3) Maar Ber n6) 
«+3) «9 
NER 
& Al, (ea 


64. Man bestimme die in $ 5 abgeleiteten Binominalkoeffizienten 
jetzt mit Hilfe der Differentialrechnung. Wir setzen statt (a —- b)" 
jetzt (a —- x)" und bezeichnen die Koeffizienten mit K,,K,..... K.. 
Dann ist: 
(a4 x" =at+-K,aaa-1!,.x 4 K,a?,2? 
TR, ar Zar 2019 2), RAMERIEN RI RANEIBER 
Man differentiiere beide Seiten der Gleichung nach x und erhält: 
na x KR ar. 1 -2R,a02,x 
a u N a schen HR Eh OP Soia RLe 9 
Diese Gleichung II gilt für jeden Wert von x, also auch für 
Br 0 Eur'x —=0 wird: 
n aı-1— I anl, 
denn alle übrigen Glieder werden — 0. 
Es ist also: IE) — En 
Zur Berechnung von K, wird Gleichung II nochmals nach x. 
differentiiert. Das gibt: 
n(n— 1)(a4x}-2—2R,a-212.3K,ar-°x... (ID 
Für x—=0 wird: 
n(n— 1)a3Azu2K,ar-? 
n(n—1]) 
1.2 
65. Wie groß sind K,K,....? Man bestimme zur Übung 
eine größere Zahl solcher Koeffizienten, z. B. für (a--x)’ und 
ie — bx)t, indem man genau wie oben verfährt. 








Es ist: KR, = 


1 ds 
66. at 7 =c—at | Ve 
1 au eite 31 
BI NS — PR me | und 34. 
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ee 
1 
y=V2px=(2px) ? | 
By. -Z P pP 
— ——-2p.1.(2px) = ———=- 
er \ a V2pxı 


Vergleiche $ 8 Seite 37. 


s 10. 
Differentialquotient von Logarithmus und Exponentialfunktion. 


A. Gesucht wird der Differentialquotient der trans- 
zendenten Funktion y=Inx. 


Die Kenntnis des $ 6 wird vorausgesetzt. Sodann wird an 
folgende Sätze erinnert: 


loga— logb—=log -. ee 


Dasselbe gilt natürlich auch im natürlichen Logarithmensystem, also 


na—nb=In-. 
Ferner gilt in jedem Logarithmensystem der Satz: 
a logb=log.(b*) .... 2. „BEgEE 
Wir erhalten wieder unsere Gleichungen: 
y—=Inx ... .„ 2 
y+f/y=lı(ıx+/x) . 0. 22 Zar 
IAy=iIn(x+4/x)— Inx. 7,7 zer 


Ay 


und erhalten: 


Ay x nit fs 


Wir erweitern mit 








vb Ax x 
Ay, 8x 22) : 
oder X re ee 2 In (1 — = = . . . : (III ) 


Man wendet auf die rechte Seite den unter 2. genannten Satz 


an und erhält: 
x 
rn 
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x Ax } e ä { 
Setzt man — —=m und een wird die rechte Seite 


mulba}] | 


Lassen wir jetzt ./x unendlich klein werden, so wird m 27, 
x 


immer größer und größer, und es wird nach $ 4 Absatz 4 bezw. 


m 
$ 5: lim (i +) —e. Unsere Gleichung wird: 


dy 

nel 

dyveasl 
oder NE 5 a (IV) 
wenn nix. 


Haben wir keinen natürlichen Logarithmus, sondern einen mit 
beliebiger Basis a, also | 
y=3,logx, wenn x—=3)}, 
so wird los — ylna 
nz 
Tune 
Wir haben also durch einfaches Umformen die Gleichung auf 
den natürlichen Logarithmus zurückgeführt. Da Ina eine konstante 
Größe ist, so ergibt die Differentiation: 


ds 1 





dx x'lha x.ha 


B. Die Ableitung der Exponentialfunktion, 


Gegeben ist die Funktion y=a*. Gesucht der Differential- 
quotient. Nach $ 6 dürfen wir schreiben: Iny=xIna, d.h. 





Iny 
ne 
Aus dem unter A. gefundenen Resultat ergibt sich: 
dom 1 1 
dy y'lna 
Hieraus folgt: &Y —ylIna 
dx 
oder, da y— a* ana 


Kohlrausch. 4 
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Die Ableitung der Exponentialfunktion ist gleich 
der Funktion selbst multipliziert mit dem natürlichen 
Logarithmus ihrer Basis. 

Wir betrachten noch den speziellen Fall: 


ve 
Wir finden nach dem eben Gesagten: 
dy — ers ine 
dx 
SRAndENS 
IE ——6 


Der Differentialquotient der Funktion e* ist gleich 
der Funktion selbst. 





S 10a. 
Aufgaben: 
1 2 3 2 
ern EN 2 3 Km a a 
69. y—lıx Inx®+-Inx®+4 y = = + ee 
} b 

70. y=1In(bx—.a) ee, 

Man könnte hier eine zweite Variable w einführen, so daß 
a EL WERLNY dw 5 A .). (E 

y=InW, Pr Tin aue .1i, 180 y 





Bei unerwarteten Schwierigkeiten in den folgenden Aufgaben 
wird man gut tun, eine solche Variable einzuführen. 


92 2x 1 
1: y=lh(+-x-+1) Y-3 0 


ET N x 
72. -lhye+r=—In(e +2‘) en 





73 — In at br = In (a + bat Re: 
her 5 7, IR 
74. y=(Inx)? ir zu 
ne. RE 

75. ge —In(1+x) —In(1—x) y Ta 

x—a 1 1 
f} —] ne Vu Se 
Dee). STERN Tr x+a 


—In(x—a)—In(x-- a) — u 
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_., m--x° ‚_„xXonm 
RT sm: 
ev] Aue 
78. un Me Tu Er 


79. Man bilde die in $ 9 unter 4 und 5 abgeleiteten Differential- 
quotienten eines Produktes und eines Quotienten mit Hilfe der loga- 
rithmischen Ableitung nach den bekannten Sätzen, daß 


Ina.b=Ina-Inb und 


Mena mb 


b 
80. y- eMx y’ = meiz, 
Beay art! waxssz vileg 
Es wird hier an die Erläuterungen des $ 9a (S. 45) erinnert, 


. d 9 . ° 
Haben wir z. B. a®—=y, so muß m — a®’Ina sein. Dieses 
X 


Resultat muß noch mit der Ableitung von x? nach x multipliziert 


. werden, also mit 2x. Man erhält: 














BEN —a® yo —24x,a= Ina: 
ee u ax.beinD 
84. y=xeX Yo ler alu Xnor 
==e-(x-+- 1). 
35. y=(x-2)eX y'=(x + 3)e*. 
6. y=(x—1)e* Be ren 
57. y=(4x?— 6x? 46x —B)e! y—8x°. e?*, 
Bee — xter y'=ex?.(83-4x). 
usa uxina, 
89. y= z ZA Ha a 
x 1—xlna 
90. er: Ne res 
et—+1 FR 2 eX 
A. yo Me (si 
> En 5 X 
2 N 
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Su11, 
Der Differentialquotient der trigonometrischen Funktionen. 


Wir schicken der eigentlichen Betrachtung folgendes voraus. 
Es werden gebraucht die Grenzwerte von sinx und cosx fürx—=(. 


rn Aus der bekannten Fig. 24 ergibt 


sich: 
SR lim «sin x— 0, 22 
lim co x—T 7 Zr 
Tas: 84 Der Winkel x wird in Bogengraden 


Fig. 24. gemessen, der Radius OC ist —= 1. 


Eee, .  OBERL SE 
Ferner wird im Laufe der Untersuchung nach dem lim 





1 — cosx 














und dem lim ee gefragt werden. 
Nach $ 4 Abs. 3 Seite 19 ist 
im u, 00.0 Pr 
2 sin? ee sin 
.„1-—cosx e t 2 2: 
Für schreiben wir — — — ‚ein 
x 2 
2 
sin — 
lım — 





3 wird nach Gl. 3 gleich 1 und lim sin — ist nach Gl. 1 
gleich O. 





Wir erhalten: lim Fee: =0. 5. N. 


Wir bilden nunmehr die Differentialquotienten : 
1. Gegeben: y=sinx. Gesucht: = 
y=sinx |... 2.0 
y+Jy=sn(x4Zx) . Pe 
Ay= sin (x + J/x) — sin x. 
Nach dem bekannten trigonometrischen Satze: 


sin (& + $) = sin @ cos ß 4 cos @ sin ß 


schreiben wir: 
Ay=sinx.cos Jx—-cosxsin /Jx—sinx. . (HD 
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Ay sin Jx $ 1 — cos /x 
ee ee a Fee Ra 2) 


Gehen wir zur Grenze über, indem wir /x unendlich klein 
werden lassen, so wird: 





dy 
a N (IV) 


oder dy=cosxdx, d.h. d(sinx)=cosxdx, 
denn nach Gl. 3 ist 


ren IX 
lim Ener 1 
und nach Gl. 4 ist 
1; 1—- 0038 4Ax 0 
im ER — lb; 
Ei 
2. y=cox cosx—=YV1—sin’x=(1 — sin?x)2, 


Wir suchen somit 
Ra E 5 
A für y=(1 — sin?x)?. 


Nach den Erläuterungen des $ 9a auf Seite 45 wird: 











Dya3 1a, (222d (ain x) A: -3 
5 5 [?einz] 43 .(1— sin’x) 2. 
Nach Abs. 1 für d(sinx) nun cosxdx gesetzt, wird 
| 1 
= —einx.oex.(1—sin’x) 2 
dy BinXcosx  sSinxcosx 
dx W* V1— sin?x 2Y, coSs X 
dy ; 
Renee 
sin X 
. =igx = - 
: se 0045 


Nach Formel 5 ($ 9, Seite 42): 


u 
‘ (®) Br vu — uv 


dıxy °» v? 





erhält man: 
d (sin x) N OKCOS.S) 
Ak a Sn 
dx 


cos? x 
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__608X.C08xX — Sinx.(-— sinx) 





cos? x 
_ c08?x 4-sin?x 
5; cos? x 
ee! 
dx cos?x' 
4.  — = 
sinx 
d (cos x) d (sin x) 
sin x ———— — _— 
OT dx dx 
x sin?x 
__ sinx.(— 8in X) — CO8X.C0OSxX 
“ sin?x RE 
__— (ein?x + cos? x) 
En sin? x 
dy 1 
dx sin?x' 


Wir fassen die gefundenen Resultate zusammen und schreiben 
die Differentialquotienten der trigonometrischen Funk- 
tionen: 


| 
y sin x | cos X 








tgx | ctgx 





Ss 11a. 
Aufgaben: 
93. y=cosx—t xsinx y’—=—sinx—+1.sinx 
+ XC08xX—=XC008X 
94. y=sinx—xcosx Yırzxenx 
1 e% 
9. y=7z x — cosx se eine x 


1 
96. y=sinx— zein’x y.=cosx 
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97. y=lnsinx ya—cigx 
98 y=tgx—x ve 1p?x 
30. y-—-Ein’xcosx y'—=(3 — 4 sin? x)sin?x 
‚a ; a? a 
100. y=asin— Lila Crasar Raul ee 
101. y=acos — cin 
102. y=ctgx-+ etg?x w—— Be 
3 sin? x 
103. y—=InYsnx-+InYesx y—=ctg2x 
104. y=e*cosx y’ = (cos x — sin x) e* 
105. yx.ewz y‘'—=(1—xsinx)e°0sx 


106. Es soll die Stromintensität eines Stromkreises mit der 
Tangentenbussole gemessen werden. Wann wird ein Ablesefehler 
das Resultat am wenigsten beeinflussen, mit anderen Worten, bei 
welcher Stellung der Nadel wird die Ablesung am günstigsten 
stattfinden ? 

Die Stromintensität i ist proportional der trigonometrischen 
Tangente des Ausschlagwinkels . Ist ce die Konstante des In- 
struments, so ist i=ctgg@ d.h. iist eine Funktion des Winkels g. 
Ändert sich infolge ungenauer Ablesung g um 4/9, so ändert sich 
für das Resultat der Rechnung i um J/i. 


Wir schreiben wieder die Gleichungen hin: 
Ve U a a (I) 


netsmetelp 4-1)... „A 
H=etg(p+4p)— c1EY 
ar up LAD —tEP 
Be N 2 See (LER) 


Auf der rechten Seite der Gleichung haben wir den Differenzen- 
quotienten von tg 9. 
Bleiben die Änderungen von @, wie bei Ablesefehlern ange- 
nommen werden darf, sehr klein, so stellt 
dies 1 
dp “cos? p 
die Änderung der Stromstärke dar bei kleiner Änderung des 


Winkels g. 
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Ist dp der Fehler der Ablesung, so ist: 


di=e.- 3 ° 
COS p 





Er 
der Fehler des Resultats. 
Dividiert man diese Gleichung durch i=ctgg, so wird: 


Ed dp N dp 
ii ®p.tgp cospsinp 
Hieraus wird nach Formel 16 der am Schluß des Buches stehenden 
trigonometrischen Formelsammlung: 
di 2dg 
i  sin29g 
Man nennt dies den Fehler des Resultats in Bruchteilen des 
letzteren; er ist umgekehrt proportional dem Sinus des doppelten 
Ausschlagwinkels. Kann der Ablesefehler dg über die ganze Skala 
als konstant betrachtet werden, so wird der relative Ausschlagwinkel 
am kleinsten für in29=1 d.h. für ssin29=90°, also für 
p=45°. Wir erhalten den kleinsten Fehler bei einem Ausschlag- 
winkel von 45°; man wird zweckmäßig bei der Bestimmung von 
Stromstärken mit der Tangentenbussole das Instrument mit Hilfe 
eines bekannten Nebenschlusses so einstellen, daß die Nadel in der 
Nähe von 45° zur Ruhe kommt. 





(IV) 


8 12. J 
Der Differentialgquotient der zyklometrischen Funktionen. 


Die zyklometrischen Funktionen sind die Umkehrungen der 
trigonometrischen; deshalb lassen sich auch ihre Differentialquotienten 
aus denen der trigonometrischen Funk- 
‘ tionen durch Umkehrung ableiten. 
Man braucht nur in den trigono- 
metrischen Funktionen die Rolle der 
abhängigen und unabhängigen Va- 
riablen zu vertauschen und findet: 
aus x==siny durch Umkehr 
y==aresinx (Arcus-Sinus) 
aus x==cosy durch Umkehr 
y==are cosx usw. 
Man versteht unter y=aresinx 
Fig. 25. den Bogen, dessen Sinus =x ist (vgl. 
Fig. 25). 
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Wir erhalten durch Zeichnung der Kurven eine bessere An- 
schauung der Abhängigkeit der Variablen und schicken diese Be- 
trachtung unserer eigentlichen Aufgabe — der Bestimmung des 





Fig. 26. 


Differentialquotienten — voraus. Man konstruiert die Sinus- und 
Kosinus-Kurve in gewöhnlichen rechtwinkligen Koordinaten, indem 


man den Kreisumfang auf der X-Achse 
ausbreitet und zu jedem Punkte des Um- 
fanges die Sinusstrecke senkrecht aufträgt. 
Man findet dann — der Radius 

sei —=1 — für den Sinus die ausgezogene, 
für den Kosinus die gestrichelte Linie. 
Aus dieser Figur erhalten wir durch Ver- 
tauschen der Variablen die Kurven für 
y=arcsinx und arccosx. Dies ergibt 
Fig. 27. Die ausgezogene Linie bedeutet 
den arc sin x, die gestrichelte den arc cos x. 
Die Kurven sehen genau so wie die in 
Fig. 26 aus, sie sind nur anders gelegen. 
Während die Sinus-(Kos.-)Kurve in einen 
horizontalen Streifen von der Breite 2 ein- 
geschlossen war, findet man die Arc-Sinus- 
(Kos.-)Kurve in einem vertikalen Streifen. 
Wir erkennen schon durch Vergleich der 
beiden Figuren, daß z. B. der sinx für 
jeden Wert der unabhängigen Variablen x 
einen bestimmten Wert liefert; sin x ist 
eine eindeutige Funktion. Dagegen muß 
=arc sinx eine unendlich vieldeutige 
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Funktion sein, welche nur für Werte des x zwischen — 1 und 1 
reell ist, aber für diese beliebig viele Werte liefert, denn eine im 
Punkte P errichtete Ordinate schneidet die Kurve immer von neuem, 
je höher und tiefer man ihren Weg verfolgt in P, P„P,.... 
(Die Bedeutung der zyklometrischen Funktionen liegt mehr in der 
Integralrechnung.) 

Man konstruiere die entsprechenden Kurven für tgx und 
ctg x, für aretgx und arectgx. | 

Die Bildung des Differentialquotienten macht jetzt keine 
Schwierigkeiten mehr. 

1. y==arcsinx. 
Wir bilden zunächst in Umkehrung für x—=siny die Ableitung 


n —=cosy. Dann muß die gesuchte Ableitung der reziproke Wert 





1 s 1s0. En : IT - 
ae also: Ax = csy +y1—sin?y' 
dy 


Nun ist sin®y=x?, also 

ar, 

Br x V 1— x? | 
d. h. eine Ableitung mit unbe- 

stimmten Vorzeichen. 

Die geometrische Betrachtung 
ergibt die Richtigkeit dieser Formel. 
Wir konstruieren im Einheitskreise 
die zu den Bogen y und y-dy 
gehörigen Winkel und finden Drei- 

Fig. 8. ek OABöähnlich ACD, indem 
wir den sehr kleinen Bogen A © 
als Gerade ansehen dürfen. Es verhält sich 








Im OA na OR 1.0B 

dx B 
1 OB u . dy . . . 
also —=+y1—x?, so wird: der Se y ist dabei 


—arcsinx, denn AB ist mit x bezeichnet. 


Nimmt man die Koordinatenachsen in der gebräuchlichen Weise 
an, legt also die X-Achse horizontal, so wird OB=x und y be- 
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deutet dann den arc cosx. Man hat dann dieselbe geometrische 
Ableitung für are cos x, 





2. | y==arc cos x. 
Wir berechnen aus der Umkehrfunktion für x=cosy den Wert 
dx : dy 1 1 
dp mr 9 ax any Eyıaay 
SL RR 
SE en 1 Et 


ebenfalls unbestimmt im Vorzeichen. Der Grund für diese Un- 
bestimmtheit liegt in der Mehrdeutigkeit der Funktionen y = are sinx 
bezw. arc cos x. 

Was besagt dieser Umstand für ihre Differentialquotienten ? 


Wir müssen die Tangentialrichtungen betrachten und zeichnen 
deshalb are sin x und arc cos x der Fig. 27 jetzt nebeneinander. 
Die eingeschriebenen Zahlen 1, 2, 3, 4 bedeuten die einzelnen 


Yl 


Arc SIN X y 


Arc COSX 





Fig. 9. Fig. 30. 
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Quadranten, denen die Kurvenpunkte zugehörten, bevor der Kreis- 
umfang abgerollt wurde. 


Zu jedem Wert von x zwischen — 1 und + 1 gehörten, wie 
wir sahen, unendlich viele Werte von y. 
Zux=x, zB. y, Yı Y“ı-.. Die entsprechenden Kurven- 


punkte sind in den Fig. 29 u. 30 mit P,, P,, P, usw. bezeichnet. 

Legen wir in diesen Punkten die Tangenten an die Kurven, 
so sehen wir, daß den unendlich vielen Kurvenpunkten, welche 
einem x entsprechen, 2 verschiedene Tangentenrichtungen zugehören, 
die sich stets wiederholen. Die eine schließt mit der X-Achse einen 
spitzen, die andere einen stumpfen Winkel (p) ein. Im ersteren 


Falle ist 9=-7 eine positive, im zweiten eine negative Größe, 
wie ja auch die Differentialquotienten aussagen. Wir fassen diese 
Betrachtungen dahin zusammen, daß wir sagen: Der Differential- 


1 a 
oder Br Fl: nachdem 


| 1-8 IR 
wir uns im ersten und vierten oder im zweiten und dritten Quadranten 


1 
befinden, und der Differentialquotient von arc cosx ist Te 
| 1—x 

—1 . A 
——— im ersten und zweiten Quadranten. 
ers, 
3 ara 
Es folgt x—=tgy und 








quotient von are sinx ist — 7 








im dritten und vierten, 


DES 
dy cos®y 
Durch Umkehr der Funktion folgt wieder: 
dy ey u 1 (vergl. Nr. 7 der Formel- 
dx 1-+1g°’y sammlung). 





Nun ist tg’ y=x?, also 





San 
dx 1-+x?° 
4. y=arcctgx x cher 
dx 1 
nn 2 ende 2 
a re y=—Utr) 
(vergl. Nr. 6 der Formelsammlung) 

dy 1 





also __— R 
5 dx 1+x° 
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Wir geben dieselbe Zusammenstellung wie in $ 11 jetzt für 
die Differentialquotienten der zyklometrischen Funk- 
tionen: 





y | arcsinx | arccosx | arctgx arc ctgx 


dy 1 1 1 1 


ds | ya yo Titel) OIre 


Die Vorzeichen bei are sinx und arccosx beziehen sich in der 
Tabelle auf den ersten Quadranten. 
































$ 12a. 
Aufgaben: 
b 
107. y = arc sin (bx —- 
y (bx) ee 
. b’— x? ‚2b 
108. Y. == arcsın +2 Yy = Mix 
1 1 
109. y= arcsin — '_=-— — 
4 er 2 ys] 
1 
110. y= aresin Zn ee 
H RiLHR? ae +x° 
Erläuterung: 
— 2x 
1 x? — x 
d x K au 2 vy1-+x? ds 
Fi vitx _ Dr 
j = “= Er 
EEE 1+x° 
dy 1+x2°—s? 1 
dx 1+x3)y1 1+x' 
Man verfahre bei den folgenden Aufgaben ähnlich, 
8 
111. y; ZZ Arc COS Boah y‘ = Bee 
bcosx—-a (bcosx-t a) Yya?—b? 
— 1 











112. v=arct ie ge ——— 
J : 1+x Y ee 
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113. 


114. 


115. 


116. 


117. 


118. 
119. 


120. 


121. 


Differentialrechnung. 





x 
y:== ar cig —— 





yı—:x? 


= arccig 


ge 
x 


[ — 2 Er 
y=a.arcein yr—-Vi=e 


4a 


ya +x°) 





y=Insinx 
y—iIncosx 


Ing — 


X 


7U 
Die Aufgaben 116—121 zeichnen sich dadurch aus, daß die 
Lösung eine besonders einfache Form hat. 


) 








Kr —1 

4 yı— 

: 1 

y' = — 
2(x-+H1)Yx 

ya 
V2ax—x? 

yo 
v1-+x? 

Be | 

Te. 

y'=cigx 

y=-—fÜlgx 

PAR 1 

y sinx 

ER 1 

IT oosx 


Ihre Nutzanwendung 


wird sich im Gebiet der Integralrechnung erweisen, 
Die Ableitungen für 116—121 sind nachstehend gegeben: 


116. y=lnx+yı-+3?). 


y—-ıinu 


Ferner für Yıtz®?—=yv 


dy 


dye 


N 


1+Yv 


x+ 


dv 
a 
Penn 
Nun ist dvv=d(1 + x?)=2xdx. 


Man setze: xs- yi+x?=u 
„u _de+/iFS) 


— 


u xt y1+x? 


dv 
gun 


x+t/v | 





Setzen wir dies ein, so wird: 





2xdx X 
dx Fer Buzz 
Bee, Bee 
x+-y1-+x’ xt y1-+x? 
daxitzthe 


 VIFrRe+yYite 
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BR VE N 1 
dx yYı+z 
117. y-ılnıtE IE-u gen, 
ee 
q raue 1—x 
Tau 2 1—x 
1—x 
(1—x)dx—(1+-x)(—dx) 
et N, 
aan 1—x 
1—x 
ns ee er dx 
2 (1—x)(1+x) 1—x? 
dy 1 | 


dx 1—x? 
Die Lösung dieser Gleichung kann auch in folgender Weise 
geschehen: 


1 = [nat 9 nl) 
ne #3 ee = a dx dx ) 














E-lx 0x PURSTEES EEE 
q Isı-khite_ dx ya] 
“TE 1—x° 1—x?° dx 1—x? 


Die en Seite der Gleichung unterscheidet sich von der in 
$ 12 Nr. 3 Seite 60 gegebenen Ableitung des arctgx nur durch 
das Vorzeichen Dr x, Wir’ schließen auf eine gewisse ne 


1 
schaft zwischen — „in und arctgx. Ersetzt man in — „In S SL E 


die en x durch ix, wobei i=y-—1, so > y_- 
1 1-+ix ERSETZEN 


_ ; ird d 
nn rs. ara j. 2j°y3 





„ Nunist.i?=1], 








idx as 1 
14x? eg 4x? 
bis auf den Faktor i mit der rechten Seite der Ableitung für arctg x 
überein. Wir schließen daraus: 


es wird dy = Die rechte Seite stimmt 
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1, 1-+ix 
arctgx— In 
118. y=lasinx sinx—=u ylıı 
du dsinx cosxdx 
u sinx sinx 
ge tgx 
5 ex. 
119. y=Incosx  doosz 
COS X cos X 
dy 
ae Ele 
x 1 
dig — dx 
120. y-lntg- uy au er sh 
: tg I co? 2cos tg 
2 2° 92 
to X 
2 
l. Nr. 16 
Nun ist cosx.tgx=sinx, also er NG Re 
2sin—.cos— Formel- 
2 sammlung) 
ya 
Axusenx 
121. yolng( +2) 
TC z 1 
te | — — SS: 
a8 i el 2) 27% 
Rabe Ele a 
w(4+3) OR N ER 
TC x 
to I — =. 
(+3) 
BLZ dx 
ri ein (7 +) 
( a 4 2 
co? |— + —).— = 
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Hl Br x : 
ne 220 ‚ denn 2 ein Ze Z Binz: 


dx A (E+x) cos x 


8 13. 
Der zweite Differentialquotient. Maxima und Minima. 
Wendepunkte. 


Die Ableitung der Funktion 2x* ist 8x?. Die Ableitung von 
8x° ist 24x?. Die Ableitung von einer Ableitung wird die zweite 
Ableitung der ursprünglichen Funktion genannt. 

Ist f(x) die ursprüngliche Funktion, so ist 

f(x) der 1. Differentialquotient oder die 1. Ableitung 





und f” (x) der 2. x Se 2, ai 
Dast(z) — u geschrieben wurde, so ist 
dy 
(a 
dh 1diy 
raue az: 


und dies ist die gebräuchlichste Schreibweise. Es heißt wohlbemerkt . 
dx?, aber nicht dy?, sondern d?y, gesprochen „d zwei y“. 


Im $ 7 Seite 32 definierten wir die Geschwindigkeit als den 
Differentialquotienten des Weges nach der Zeit. Wir wollen nun- 
mehr dafür genauer setzen: als den ersten Differentialquotienten, 
als die erste Ableitung, da wir der zweiten bezw. den folgenden 
Ableitungen jetzt eine von der ersten Ableitung verschiedene Deutung 
werden zuerkennen müssen. Wir werden sehen, wie die erste Ab- 
leitung die Probleme der Geschwindigkeit, der Tangentialneigung 
einer Kurve usw. dem Verständnis näherrückt, so beleuchtet die 
zweite Ableitung die Fragen der Beschleunigung, der Krümmung 
einer Kurve usw. 


Wir erläuterten z. B. im $ 7 Seite 33, daß für den frei 
fallenden Körper die zurückgelegte Wegstrecke s — = gt? ist. 
Kohlrausch. d 
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Die Geschwindigkeit des Körpers zu einer bestimmten Zeit ergab 
sich durch Differentiation dieser Gleichung als 
ds | 
ee (D 
Differentiieren wir nochmals nach t, bilden wir die zweite Ab- 
leitung, so finden wir: 


d?s ds 
Due oder, da Te Re 
so wird: 
dv 
dt jean 8, . . . . a . . “ (II) 


d. h. die erste Ableitung der Geschwindigkeit des frei fallenden 
Körpers nach der Zeit ergibt die Erdbeschleunigung g. 


Die Beschleunigung ist also das Verhältnis einer sehr kleinen 
Geschwindigkeit dv zu dem entsprechend kurzen Zeitintervall dt. 
dv bedeutet nichts anderes als eine Zunahme oder Abnahme an 

dv .d’s 


ee die Beschleunigung. Für die Dimension 


Geschwindigkeit 


d? 
der Beschleunigung finden wir entsprechend I: das Verhältnis 


einer Länge zum Quadrat einer Zeit — [l.t-?] oder im [0.G.S.]- 
System [cm/sec?]. 


Ein solcher Zuwachs an Geschwindigkeit ist aber nur unter 
dem 'Einfluß einer äußeren Kraft möglich. In unserem Falle muß 
es die Anziehungskraft der Erde sein, die dem Körper die Beschleu- 
nigung g erteilt. Da wir durch zweimalige Differentiation tatsäch- 
lich g als diese Beschleunigung finden, so zeigt das Resultat der 
Differentialrechnung die Richtigkeit der von uns benutzten Gleichung 


1 
= — ot 
S 5 g 


Im $ 8 fanden wir dann weiter, daß die erste Ableitung = 
die trigonometrische Tangente desjenigen Winkels z ergab, welchen 
die geometrische Tangente im Punkte P (x, y) mit der Abszissen- 


achse bildete. 
Die erste Ableitung stellte — kurz gesagt — die Neigung 
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unserer Kurve in einem beliebigen Punkte P dar, denn wir fanden: 


dy 
Bez: 
dry 
Bilden wir die zweite Ableitung, so erhalten wir ec, Was 
gay. \ 
bedeutet d23 für unsere Kurve? (Fig. 31.) 


Wächst x um dx, so 
stellt DD, die Größe dy dar. 
Wächst x nochmals um dx, 
so wächst auch y und zwar 
um die Strecke FF, die wir 
mit dy, bezeichnen wollen. 
Wir verstehen dann unter d?y 
die Strecke FG. Denn diese 
bedeutet die Veränderung von 
dy mit nochmaliger Zunahme 
ger um dx. EG-—=d?y 
ist. — dy; —dy=FF — 
GF,, weil nach Fig. 31 GF, 
—DD, eein soll. 





Fig. 31, 


2 
Es bedeutet = somit das Verhältnis der sehr kleinen Strecke 


d?y zu dem Quadrat der Strecke dx. 
Hinsichtlich der Dimension erhalten wir eine Länge durch das 


Quadrat einer Länge, also [1-1] oder im [C-G-S]-System el 


[2 | 


Welche Bedeutung können wir aber geometrisch dem 2. Dif- 
ferentialquotienten zuerkennen? Augenscheinlich ist er das Maß, 
in dem sich die Neigung der Kurve im Punkte P mit wachsendem 
d?y 


x ändert, denn wir können für FR auch schreiben: 
x 








5* 
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Ändert sich x um dx, so soll sich die trigonometrische Tan- 
gentez um dtgzr ändern; und das kann nichts anderes heißen als, 
wie ändert sich die Neigung der Kurve im Punkte P. Es stellt uns 
d’y 
dx? 
die X- Achse nennen können. 

Man wird nun drei wichtige Fälle unterscheiden: 

1. Wenn d?’y positiv ist, d. h. wenn dy, —>dy, so liegt der 
Punkt F höher als der Punkt P. Dies ist in Figur 31 der 
Fall. Die Kurve wendet an der betrachteten Stelle ihre konkave 
Seite nach oben. 

2. Ist dy=0, wenn nämlich dy, =dy ist, so heißt das: 

Die betrachtete Kurve ist in dem betreffenden Intervall eine 
gerade Linie. 

3. Ist d’y negativ, also dy, <<dy, so muß der Punkt F 
tiefer liegen als G. Die Kurve wendet ihre konkave Seite nach 
unten. Das Vorzeichen des 2. Differentialguotienten entscheidet also, 
ob die Kurve die konkave oder die konvexe Seite nach oben wendet. 

Y 


das dar, was wir Krümmung der Kurve in P mit Bezug auf 


&y 





Fig. 32. Fig. 33, 


Was sagt uns das Vorzeichen des 1. Differential- 
quotienten aus? Ist es auch wichtig für die Gestalt der Kurve? 


d 

Es war 1 ter. 

Ka EN positiv, so muß, wenn x um dx wächst, auch y 
x 


wachsen; einem positiven dx muß auch ein positives dy entsprechen, 
Nimmt aber dy zu, so steigt die Kurve; die Tangente bildet mit 
der X-Achse einen spitzen Winkel z (Fig. 32). 


$ 13. Der zweite Differentialquot. Maxima u. Minima. Wendepunkte. 69 


d 
2. Ist Fr negativ, so nimmt dy ab, die Kurve fällt mit 


wachsendem x. Nach Fig. 33 ist: 
xy —x=-4dx 


I ee ertee 
Die Tangente bildet mit der X-Achse den stumpfen Winkel z. 


3. Wenn die Kurve aus dem Steigen ins Fallen über- 
geht oder umgekehrt, so muß der Differentialquotient sein 
Vorzeichen wechseln und durch O gehen. An diesen Stellen 
ist die Tangente an dieKurve derX-Achseparallel (Fig. 34), 
denn, ST - 0, heißt tg7 —= 0, und das bedeutet: z = 0° oder 180°. 

Die Stellen, an denen die Or- 
dinaten der Kurve Größtwerte an- 
nehmen, d. h. Werte, die größer sind, 


als dieNachbarwerte zu beiden Seiten, 
nennt man Maxima, an denen sie 
Mindestwerte annehmen, Minima 


der Kurve. Für alle Werte von 
x, denen Maxima oder Minima | x 
der Kurve entsprechen, ist der 


1. Differentialquotient = 0. Fig. 34. 


Y 


Wir finden umgekehrt solche Maxima und Minima, indem wir 
die Gleichung der Kurve differentieren und den Differentialquotienten 
— 0 setzen, also diejenigen Werte des x suchen, für die die 1. Ab- 
leitung —= 0 ist. 

Der 1. Differentialquotient entscheidet also darüber, 
ob ein Maximum oder ein Minimum vorhanden ist, nicht 
aber, welches von beiden. Dazu gebrauchen wir den 
2. Differentialquotienten. 

2 

Wir haben gesehen, daß . je nachdem die Kurve die kon- 
kave Seite nach oben oder nach unten wendet, positiv oder negativ 
ist (Fall 1 und 3 auf Seite 68). Hierin unterscheiden sich aber 
gerade Maxima und Minima. 

Beim Maximum liegt die konkave Kurvenseite (Fig. 34) nach 


i d> ) 
unten; in solchen Fällen war 3: negativ. 
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Beim Minimum liegt die konkave Kurvenseite nach oben, wir 
2 
sahen: Be war positiv. 

Für denjenigen Wert von x, für den die Kurve ein Maximum 
hat, muß demnach der erste Differentialquotient gleich 
O und der zweite negativ sein, 

Für einen Wert von x, für den die Kurve dagegen ein Minimum 
zeigt, muß der erste Differentialquotient gleich O und 
der zweite positiv sein. 

Hat die Kurve an der betrachteten 
Stelle von x (Fig. 35) die konkave 
Seite zum Teil nach oben, zum Teil 
nach unten, so spricht man von einem 
Wendepunkte an der Übergangs- 
stelle. Der 2. Differentialquotient ist 
also, wenn wir vom Maximum kommen, 
bis zum Punkte W (Wendepunkt) ne- 

Fig. 35. gativ, von W ab aber positiv, d.h, er 
geht bei W durch O hindurch. 

Ein Wendepunkt ist somit dadurch charakterisiert, daß für 
ihn der 2. Differentialquotient = 0 wird. 

Diese Betrachtungen über den 2. Differentialquotienten sollen - 
noch dadurch erläutert werden, daß wir ihn als Grenzwert von 
Differenzenquotienten definieren, ohne auf den 1. Differentialquotienten 
zurückgreifen zu müssen. 

Wir gingen beim 1. Differentialquotienten von dem Differenzen- 
quotienten 





ee ELTERN 
Asa Sn dx 
aus. Hieraus können wir einen 2. Differenzenquotienten bilden, in- 
dem wir zu x-+- /x undxnoch je ein /x hinzufügen, von diesem 
neuen Quotienten den ursprünglichen subtrahieren und die Differenz 
nochmals durch 7x dividieren: 
fx +24x)—fx+Jx) fx +Jx)— f(x) 
Ax BTW Az Ta 
Ax 





und das ergibt: 
ix +29 — 21 + Az) te) 229% 
IR: ar" 
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Den Ausdruck im Zähler nennt man die 2. Differenz und bezeichnet 
sie mit J?y. 

Lassen wir in diesem 2. Differenzenquotienten /x sich der 
d?y 


dx 





Grenze O0 nähern, so erhalten wir konsequenterweise 


Aufgaben: 
122. Die Gestalt einer durch ihre Gleichung gegebenen Kurve 
festzustellen. 

Die Gleichung lautet: 

VEREIN 2% 

Du le 
Es folgt durch Differentiation, die man ausführen möge: 

dy__6b | X =) 








RSTTTEENaET Zune. 
gay ob | 2 z| 
ds EN. Ti). 
Um festzustellen, ob die Kurve Maxima und Minima hat, setzen 
wir ER und berechnen x: 
dx 


I wird 0 für x—=0 und x =]. 

dx 
Jetzt stellen wir fest, welches Vorzeichen der 2. Differential- 

quotient für x—=0 und x=|]| besitzt: 

deye Gh 

Ba 

d. h. positiv. Also befindet sich im Koordinatenanfangs- 

punkt, wo x=0 ist, ein Minimum. 


IL x—=0 





dy 6b 6b 
2. x] ee Ku A 
also negativ. Der Stelle x =] entspricht ein Maximum. 
d? 
Zur Ermittelung der Wendepunkte wird ä 5 —0 gesetzt, also 


6b 


2x : l 
en) -o gibt a 


l 
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IE 
Die Kurve besitzt bei x = 5 einen Wendepunkt. 


Um die Kurve zu zeichnen, ermitteln wir die zu den verschie- 
denen x gehörigen y-Werte. 
} A 1 i l 
Wir setzen in die erste Gleichung als Werte von x ein 0, |], g 
und finden: 


Yı =, 





IE 
0 0 
l b 
l | b 
3 
wo x=0( ein Minimum, 





l 
Ks einen Wendepunkt und 


Xxx==1 ein Maximum bedeutet. 
Die gesuchte Gestalt der 
Fig. 36. Kurve ist nach der Tabelle in 

Fig. 36 gezeichnet. 

123. Für die Ableitung der Differentialgleichung der elasti- 
schen Linie, welche Gleichung später gefunden wird, ist es von 
Wichtigkeit, den Krümmungsradius des Krümmungskreises einer 
Kurve zu kennen. 


Gesucht der Krümmungsradius g. 


In der nebenstehenden Fig. 37 
seien AB und BC zwei unend- 
lich kleine, benachbarte Bogenele- 
mente ds einer beliebigen Kurve, 
die durch die Punkte A, B und 
C gehe. Durch die Punkte A 
und B lassen sich unendlich viele 

Kreise legen, deren Mittelpunkte 
sich auf der Mittelsenkrechten 
von A B befinden. Nur einer dieser 
Kreise wird auch durch den Punkt 
C gehen. Sein Mittelpunkt ist 
der Schnittpunkt der auf AB und 
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BC errichteten Mittelsenkrechten. Dieser Kreis hat mit der Kurve 
drei unendlich nahe beieinander liegende Punkte A, B und Ü ge- 
meinsam, er schmiegt sich also von allen Kreisen am innigsten an 
die Kurve an. Durch ihn kann daher die Krümmung der Kurve 
gemessen werden. Man nennt ihn den Krümmungskreis, seinen Ra- 
dius eg den Krümmungsradius und seinen Mittelpunkt den Krüm- 
mungsmittelpunkt. 

Wir bestimmen nun den Krümmungsradius 0 dieses Kreises 
wie folgt: Das Bogenelement ds zwischen den Punkten A und B 
war unendlich klein gedacht, die Punkte A und B kann man sich 
deshalb im Fußpunkte der Mittelsenkrechten MD als unendlich be- 
nachbarte Punkte vereinigt denken. Man kann dann die Sehne 
AB als Tangente an den Krümmungskreis im Punkte D ansprechen. 
Sie bilde mit der X-Achse den Winkel &. Ebenso kann man die 
Sehne BC als Tangente an den Kreis im Punkte E betrachten, die 
mit der X-Achse den Winkel «da bilde. Der Winkel, den 
die beiden Tangenten miteinander einschließen, ist demnach gleich d.«. 
Denselben Winkel finden wir auch (Fig. 37) zwischen den Mittel- 
senkrechten. 

Der zu diesem Zentriwinkel d& gehörige Bogenteil kann gleich 


= +@-4s gesetzt werden, da sich der Bogen ABC von einer 


Geraden nur unendlich wenig unterscheiden soll. 
Es ist nun ds=ode, also 
ICH: 
es; 
Aus Fig. 38 folgt: 
ds—=dx?-+dy?d.h.ds=ydx?-dy? 


das—=+axyyı+ (22) Sl) 


Ferner ergibt sich: tga = —. 


(I) 


Durch Differentiation dieser Glei- 
chung erhält man: 


Tann 
cs? \dx 


TE : = 
Be, RRRREEL, ad 
E ist gleich 1-+1g a=1+( 


cos? 








74 Differentialrechnung. 


(III) 


Setzt man nunmehr die aus Gleichung II und III für ds 
bezw. d« gefundenen Werte in Gleichung I ein, so wird: 


2 ++] 














“e (ar) 
dx 
Dividiert man Zähler und Nenner mit dx, so wird der Nenner 
ler 
gleich - */ _” I während im Zähler dx fortfällt. Man er- 
dx dx? 
hält als Resultat: 3 
dy\? i 
[tr | d = 
ee 7 
dx* 


Bei den folgenden Aufgaben über Maxima und Minima ver- 
fahre man nach folgender Regel. Man bilde den ersten Differential- 
quotienten der betreffenden Funktion und setze diesen gleich O. 
Daraus berechne man x. Nunmehr bilde man den zweiten Differen- 
tialquotienten und erprobe, ob dieser für den berechneten Wert von x 
einen positiven bezw. negativen Wert ergibt. Dann hat man für 
x ein Minimum, im anderen Falle ein Maximum. 


124. Für welche Werte von x wird die Funktion f(x)=x +" 


ein Maximum bezw. Minimum ? 
Die Funktion zeigt für x— --1 ein Minimum und fürx—= — 1 
ein Maximum. Wir erhalten nämlich: 
2 


4 1 u 
a und f Dr 


1 [3 - .. . 
Setzt man 1— ——=0, swirdx=+1. Fürx=-+-1 wird 
x 
2 


f))=-+2 und für x—=—1 wird "USE —2. 
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125. y=x?(a— x)? 


126. 


127. 
128. 


129. 


130. 


131. 


linie des Rechtecks mit der des Dreiecks 
zusammenfällt und die Ecken des Recht- 
ecks auf den Seiten des Dreiecks liegen. 

Die Grundlinie des Dreiecks sei a, 
seine Höhe h, Die Grundlinie des Recht- 
ecks sei y, seine Höhe x, dann ist die 
Fläche S des Rechtecks gleich x. y, worin 
yeine Funktion von x ist. 


y=(a+x)Ya+x? 


1 


y—=xe 
no %, 
1 
ya 
et 
IT ainx 


Gegeben ist ein Dreieck. 


findet man: 


Wir erhalten für die Fläche: 


Sa 


& 





Aus Fig. 39 


Maximum für 
Minimun $„ 


Maximum $,, 


Minimum $„, 


Minimum $,, 


Maximum „, 


[ Minimum $,, 


Maximum ,„ 





a 
x — 
> 
Neuen 
a 
X — 
2 
at 
1 
ee ee 
e 
R=—I6G 
Tt 
x — 
4 
En 
Ra: 


In dasselbe ist ein Rechteck 
von größter Fläche zu konstruieren und zwar so, daß die Grund- 


a { a 9 
Ss=bh-9).x= hr) 





Da die Fläche ein Maximum sein soll, setzt man: 


ha 


dx 


—(h—22)=0 d.h! x= 


) 


indem wir den Klammerausdruck h— 2x0 setzen und den kon- 


stanten Faktor Se 


h 


unberücksichtigt lassen. 


Dies dürfen wir tun, 


da das Produkt (hx — x?) einen größten Wert annehmen soll, 
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und es hierzu allein auf den Wert der Klammer ankommt. Bilden 
wir jetzt den zweiten Differentialquotienten, so erhalten wir den 


Wert —2. Wir erhalten also ein Maximum für x =, d. h. die 


Fläche des Rechtecks wird dann am größten sein, wenn wir seine 
Höhe gleich der halben Höhe des Dreiecks wählen. Die Grund- 


linie y= —(h — x) wird entsprechend gleich 5 zu wählen sein, 


132. Ein prismatischer Stab, 
? der in dem einen Endpunkt A dreh- 


De bar befestigt ist und in der Entfer- 
| @ nung a cm von diesem Endpunkt 
0 eine Last @ kg trägt, soll durch 

Fig. 40. eine am anderen Ende angreifende, 


vertikal nach oben wirkende Kraft 
P kg im Gleichgewicht gehalten werden. Das Eigengewicht des 
Stabes, das im Schwerpunkt konzentriert gedacht werden soll, sei 
q kg für die Längeneinheit, d. h. für 1 cm, insgesamt also gleich 
q.xkg. 

Wie lang muß der Hebelarm x sein, damit das Gewicht P ein 
Minimum ist? 

Zur Berechnung von x wird eine Momentengleichung für den 
Punkt A aufgestellt, d. h. man bestimmt, mit welchem Hebelarm 
das Gewicht P nach oben dreht, mit anderen Worten: man sucht 
sein Drehmoment. Diesem gleich, aber entgegengesetzt gerichtet, 
müssen die Drehmomente der Last @ und des Eigengewichts q.x 
zusammen sein. 


Die Momentengleichung lautet: P,x=Q.a-g.x. ei 














2 
ee Er 
P—°: 2 ı  . 
P soll ein Minimum sein, also: nu... 
ja ni TE BE 


Der zweite Differentialquotient gibt: 


Ne 2Q.a 


x3 x> 
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Wenn wir den Wert von x aus II einsetzen, so erhalten wir etwas 
Positives. Für dieses x muß also P ein Minimum sein. 

Wir erhalten das kleinste P, wenn wir den gefundenen Wert 
von x in Gleichung I einsetzen: 


y- 


Bin —720.4.2. 

133. Aus einem kreisrunden Baum- 
stamme vom Durchmesser d soll ein recht- 
eckiger Balken von größter Tragfähigkeit 
geschnitten werden. 

Diese Tragfähigkeit hängt ab vom 
Widerstandsmoment. Dieses Widerstands- 
moment W ist nach der Festigkeitslehre für 


; ML EV 
einen rechteckigen Querschnitt —.. Bien Eli 














2 
Nach der Aufgabe soll demnach W = —- ein Maximum 
werden. y ist von x abhängig, denn nach Fig. 41 ist ?P—=d?—.x?, 
A - ee 
Für die erste Ableitung erhält man a — 3x?) Wenn der 


Bene 
konstante Faktor unberücksichtigt bleibt, wird x? nn 0; also 


d 
= v3‘ Die zweite Ableitung gibt — 6x, und für x den Wert 


6 
Sr also negativ. Für diesen Wert wird die Funktion 


2 et. 
Day. od n& denn eity=yd—x?’—= Ve = = Hieraus 


x 1 y: 
folgt = Ze = V—= 0,7. 
olg y y2 5) 0,7 


Man erhält für die Tragfähigkeit des Balkens das günstigste 


ein Maximum, und der Balken erhält die größte Tragfähigkeit für x =, 
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Verhältnis, wenn sich die Breite zur Höhe wie 5:7 verhält, 


denn 8 ist annähernd 0,7. 


134. Eine Gerade A’‘B’ trennt 
zwei Gelände von verschiedener Be- 
schaffenheit. Auf welchem Wege 
gelangt man in der kürzesten Zeit 
von Punkt A nach Punkt B, wenn 
die Geschwindigkeit im Gelände I 
mit v, im Gelände II mit v, an- 
genommen wird. Die relative Lage 
der Punkte A und B sei durch 
die Größen aa b und c gegeben 
u (Fig. 42). Der Weg im Gelände I 

sei AC, in II CB. 





s BER. ’ ; 
Nach der Formel v —= : oder t—= = wird die Gesamtzeit 


‚_AC, CB 
9 v 
AC=yb®ı+ 


Nach der Figur ist: 





De VY(a—x) + ce? 
Es soll also t—= Yvb+z? 2 Ve-x?+d ein Minimum 


nA Va 





sein. Wir ai 
1.1; Pb Sa 


ee een v; 2 Ya— x”? -+c? 
Aus Fig. ” folgt: 

he ME EDER 
ye®z2° ACC 
a—XxX BC 
VYa—x)+d@ BC 

S 1er En 
Es ist also = sin & — - sin d —= 0 und das gibt: A 
Dieses Resultat erinnert an Er. Brechungsgesetz des Lichtes. Das 
Licht wählt stets den Weg auf dem es in kürzester Zeit von einem 
Punkt des einen Mediums zu einem Punkte eines anderen Mediums 
gelangen kann; denn es ist experimentell nachgewiesen, daß das 
Verhältnis der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten — der sogenannte 





= (05% —=8in@ und 





= sin ß. 


sin & Bi 
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Brechungsexponent n — gleich dem Sinus des einfallenden Strahles 
dividiert durch den Sinus des gebrochenen Strahles ist d. h. 

v, sin & 

-—=n=7 . 

V sın 8 

135. Ein zylinderförmiges Hohlgefäß, dessen Inhalt 1 Liter 

betragen möge, soll mit einem Minimum an Material bei gegebener 
Blechdicke hergestellt werden. Wie groß ist der Radius der Grund- 
fläche zu wählen’? 
Der Mantel und die Grundfläche des Zylinders werden wie 
folgt berechnet. Ist x der Radius der Grundfläche und y die Höhe 
des Zylinders, so erhält man für die Grundfläche den Wert x? z 
und für den Mantel 2xrsy. Der Inhalt des Zylinders ist gegeben 


: ‚ Die Mantelfläche 


x? 








als x? m y—=1; hieraus berechnet sich y zu 


2 
wird dann al 
x? ri E 
Das erforderliche Material ist für die Grundfläche und Mantel- 
fläche in Ansatz zu bringen, also für 
2 
nt - n A a - 5 s 2 (I) 
Dieser Ausdruck soll ein Minimum werden. Man setzt den ersten 
Differentialquotienten — 0, also 
2 | 
ER en ME PAS 


x? 


3 
& ; 1 
Hieraus berechnet sich x zu 12 
7U 
Durch Bildung des zweiten Differentialquotienten überzeugt 


N. ee 4 
man sich, ob wirklich ein Minimum vorliegt; man findet 2 ar 


4 h 2 
Das gibt: der — 675 d. h. einen positiven Wert. 


TE 
Man erhält also das Hohlgefäß mit einem Minimum an Material- 


PRFCK 
verbrauch, wenn man den Radius der Grundfläche gleich 2 


1 3/7 1 
und die Höhe = Da denn e ae ergibt den Wert 1, 


wie in der Aufgabe gefordert wurde. 
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S 14. 
Die höheren Differentialquotienten. 

In derselben Weise wie wir aus der Funktion y=f(x) den 

: d 3 i 
1. Differentialquotienten FE —f’(x) und aus dieser neuen Funktion 
wieder den zweiten Differentialguotienten bildeten, können wir durch 
fortgesetzte Differentiation den dritten, vierten usw. Differential- 
quotienten bilden. Wir erhalten allgemein den nt®% Differential- 


quotienten f? (x) durch n-malige Anwendung des Differentiations- 
prozesses. (Vergl. auch Aufgabe 64 u. 65 der Seite 47). 


Als Erweiterung der früheren Betrachtungen sollen für einen 
Teil der behandelten Funktionen die höheren Differentialquotienten 
im folgenden angegeben werden: 

Be rn era Te 

‚y®=n(n — |) en 

Alle folgenden Differentinfänotien een werden Re 0. Zum 
Beispiel: 

— x: y‘ —4 x> ud — 12 x?2; wi — 24 x? y. Pa 24; 


ya Sen) 
a ee 4 3 
und alle folgenden. 
1 1 1.2 
\ —] - a 1 — —: KEN . B u R 
3. y na ER wat 12.2582 ze 
A | & 1.2.3 
1 BE N EN Ehe darin n 
4. y=sinx; y'=cosx; y'—=—sinx; y"' = —-cosx; 


y‘'—=einx "Diesap 
leitungen kehren periodisch wieder. | 


Aufgaben: 
Man bilde die höheren Differentialquotienten von: 
136. y=cosx N 
10er Ya DAYU. .. ae 


1385. y=aresinx BRWETITITEE 
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8 15. 
Partielle Differentialquotienten. 


Bisher haben wir nur Funktionen einer Veränderlichen diffe- 
rentiiert. Jetzt seiz eine Funktion der beiden Veränderlichen x und y. 
Man drückt diese Abhängigkeit des z aus durch die Gleichung: 

2 = (8 y). 

Beispiele für solche Abhängigkeiten lassen sich leicht anführen: 

Die Geschwindigkeit eines Segelschiffes kann man u. a. als 
eine Funktion der Kraft des Windes und des Winkels ansehen, den 
die Segel mit der Windrichtung bilden. 

Der Druck p eines Gases ist abhängig von der Temperatur t 
und dem Volumen v. Wir schreiben: p=f(t,v). Hiermit wird 
ausgesagt, daß Änderungen sowohl der Temperatur, als auch des 
„ Volumens Änderungen von p zur Folge haben. Man hat jedoch 
mehrere Arten von Änderungen zu unterscheiden. Hält man z. B. 
die Temperatur des Gases konstant, so bringen nur Volumände- 
rungen eine Druckänderung hervor und umgekehrt. Man kann natür- 
lich auch das Volumen des Gases konstant halten, so daß nur 
Temperaturänderungen eine Änderung des Druckes herbeiführen, 
Man nennt solche Änderungen von p, bei denen die eine unab- 
hängige Variable konstant gehalten wird, partielle Änderungen. 

Wir wollen z=f (x, y) solchen partiellen Änderungen unter- 
werfen. Wir stellen uns vor, dem y werde ein fester Wert beige- 
legt, so daß nur x variabel sei, dann würde z nur noch eine Funk- 
tion von x sein. Man kann das Differential und den Differential- 
quotienten wie bisher definieren. Die Herleitung der Beziehungen 
wollen wir wieder mit Hilfe des Differenzenquotienten ausführen. 
Es möge 4z, den kleinen Zuwachs des z nach x bedeuten, wenn 
y konstant genommen wird, und /z, den Zuwachs des z nach y, 
wenn x konstant bleibt. Wir haben genau wie früher die Glei- 
chungen : 


253,7) wirlsılleala Ha Ba (I) 
ZT SID A TITTEN DENT a HL 
Subtrahieren wir I von II, so wird: 
A tx BAY ty). dl) 
In genau derselben Weise finden wir: 
A, -—igy+fy)—-f&yp) :. . . (IV 


Kohlrauseh. 6 
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Dividiertt' man Gleichung III durch /x und Gleichung IV 
durch _7y, so erhält man die partiellen Differenzenquotienten: 
N z Be Aty 
Ax Ay 
Läßt man 7x bezw. /y unendlich klein werden, geht man zur 
Grenze über, so ergeben sich die partiellen Differentialquotienten, 
die man zum Unterschiede von den gewöhnlichen Differential- 




















quotienten mit = und s bezeichnet.- Wir erbalten somit die 
Gleichungen : 
. Nix \. En A 02 
ee 1 
. 412 ei 
1 wir! er 1 — r 
im 5 im 3% dy (VD) 


Diese partiellen Differentialquotienten werden genau so berechnet 
wie die gewöhnlichen, indem man in der Gleichung für f(x,y) die 
Variable, welche man nicht ändern will, den Differentiationsregeln 
unterwirft, die wir für konstante Größen abgeleitet haben. 


Aufgaben: 
139. z=f(x,yJ)=3ax?+4bxy+2cy? 
eg aa (y konstant) 


OxX 
„= 0—+4bx+4Acy (x konstant) 
140. z—=f(x,y)=sinx--cosy 
<= —c0osx+0 (y konstant) 
m —0-+(—siny) (x konstant) 

Ändern wir jetzt in der Gleichung z—=f(x,y) die beiden Un- 
abhängigen x und y gleichzeitig um _/x bezw. _/y, so ändert sich 
z um /z; diese Änderung nennt man eine totale. 

Wir erhalten: 

zii Wi er 
z+-Jı=f(x En 0 

Aus beiden Gleichungen folgt: 

h=!<+-1%,y+Ay)—iay 2 Sa 
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Subtrahiert und addiert man auf der rechten Seite der Glei- 


chung 3, 
f& y+fy), 
so erhält man: 
da=!x+JI8y+Iy)—t&y+ Sy) 
Ey AVERY). 


Hierfür kann man auch schreiben: 


eier YHnyrAyzißymay 
Ax 
I& + AI -t&y 
TEE FIRE IP Be 3: 
Lassen wir in dieser Gleichung /x und /y sich der Grenze 
Null nähern, so erhalten wir auf der linken Seite dz, das wir als 
das totale Differential bezeichnen wollen. Es wird: 


dz=lim f&+Igy+ I —-!&y+ Sy) 





AR — 0) Ax .Ax 
Im y 2 2Ay)-—£(2,y) £ 
a, RN Te Ay Fler: (5) 


Das zweite Glied der rechten Seite dieser Gleichung bedeutet, 
wie wir durch Vergleich mit Gleichung VI feststellen können, das 
partielle Differential dz,, das wir erhalten, indem wir Gleichung VI 
entsprechend auf folgende Form bringen: 

f(x, Ay)— f(x, ee 

&y-+ ” & y) ‚Ay=gedy (vP) 
Die Gleichung V wollen wir in derselben Weise schreiben: 

f(x x,y)—f(x, Z 

Bea ten." 

Vergleichen wir das erste Glied der rechten Seite in Gleichung 5 
mit V’, so sehen wir, daß an Stelle von y in Gleichung 5 überall 
y--Ay geschrieben steht, daß sonst aber die Ausdrücke völlig 
gleich erscheinen. Wir wollen y—- /y==y, schreiben und werden 
sagen: 

Die Gleichung V’ bedeutet die partielle Ableitung der Funk- 
tion z=f(x,y) unter der Voraussetzung, daß y konstant gehalten 
wird, und das erste Glied der rechten Seite in Gleichung 5 bedeutet 
die partielle Ableitung der Funktion f(x,y,), wenn y, konstant ge- 
halten wird. 





lim 4z, = dz, = hm 


ir dz, = lm 


6* 
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Die beiden Funktionen f(x,y) und f(x,y,) unterscheiden sich 
nur unendlich wenig voneinander, weil y, um die sehr kleine Größe 
’1y von y verschieden ist. Wir werden also nur einen sehr kleinen 
Fehler begehen, wenn wir in den partiellen Ableitungen die kon- 
stanten y und y, einander gleich setzen. 

Wir schreiben dann Gleichung 5 = der neuen Form: 

de=22dx xt in. ee 

d.h. dastotale Differentialeiner Funktion mitmehreren 

Variablen ist gleich der Summe der partiellen Differentiale. 

Für da=0 wird aus Gleichung 6: 

dy 12 102: 7 ! 

dx 9x 5 dy . . . . . . . (7) 

Das totale Differential der Aufgaben 139 und 140 wird entsprechend: 
dz=(9ax?-+4by)dx—+ (4bx-+4ey)dy 

dz=cosxdx— sinydy. 

In genau derselben Weise wird man verfahren, wenn z als 
Funktion einer beliebigen Anzahl von unabhängigen Variablen ge- 
geben ist. Ist z=f(xz,y,u,v,w...) so wird: 

02 Oz 02 02 02 
kazdrtg it ee 

Wie wir für die Funktion y=f(x) Maxima oder Minima der 
Funktion aufsuchen konnten, so können wir genau in derselben 
Weise auch für eine Funktion mit mehreren Variablen z. B. für 
z=%W(x,y) Maxima oder Minima bestimmen. 

Während jedoch y = 
f(x) oder, wie wir nach 
$ 1 auch schreiben können, 
f(z,y) = 0 durch eine 
Kurve mit den Koordinaten 
x und y geometrisch ge- 
deutet werden konnte, 
werden wir die Funktion 

—= (x, y) oder y (x, y, z) 
—=0( als Fläche im Raum 
mit den Koordinaten x, y 
| und z anzusehen haben. In 
Fig. 43. * Fig. 43 sei eine solche 

Fläche dargestellt. 
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Durch den Punkt P sind zwei Ebenen gelegt, beide senkrecht 
zur X Y-Ebene, die eine parallel zur X-Achse — sie schneidet 
unsere Fläche in der Kurve OPD —., die andere parallel zur 
Y-Achse — sie schneidet die 
Fläche in der Kurve APB. 
Die Koordinaten des Punktes P 
seien X); Yp Z, Nehmen wir 
auf der Kurve APB einen Punkt 
Q an, der natürlich auch ein 
Punkt unserer Fläche ist, und 
sind seine Koordinaten x, y und 
z, so wird man nach früheren 
Betrachtungen die Koordinaten 
von P auch s, y-+ /y und Fig. 44. 
z-+- 9/z schreiben, indem man 
die Differenz der Entfernungen klein nimmt. Die Ordinate x muß 
dieselbe bleiben, weil wir uns auf einer Kurve parallel zur Y-Achse 
fortbewegen müssen, um von Q, nach P zu gelangen. Wir können 
uns die Ebene A PB herausgelegt denken und betrachten jetzt Fig. 44. 

Verbinden wir P mit @ durch eine Sehne, so erhalten wir für 





den Winkel o unserer Sehne die Gleichung: tgo — cn 


Wir verfahren nunmehr genau wie in $ 8. Wir lassen den 
Punkt Q@ immer mehr nach P heranrücken, so daß die Sehne 
schließlich in die Tangente übergeht, wenn /y und /z sich der 
Grenze O0 nähern. Wir erhalten dann tgr = m 
| Wir schreiben jedoch zum Kennzeichen, daß z auch noch nach 
x differentiiert werden kann, r ‚ denn wir können dieselbe Be- 
trachtung wiederholen, indem wir auf der Kurve COPD einen Punkt S 
(vergl. Fig. 43) annehmen und ihn schließlich P unendlich benach- 
bart werden lassen. Für diese neue Tangente würde y konstant sein, 
und wir würden den partiellen Differentialguotienten ik erhalten. 


Öx 


Wir können also die partiellen Differentialquotienten 





02 
oy 
22 definieren als die trigonometrischen Tangenten derjenigen 


0 


und 
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Geraden, die wir in P tangential an die Kurve APB bezw. CPD 
gelegt haben. Das totale Differential dz — an dy— En dx 
würden wir als die Ebene zu betrachten haben, die wir so durch 
P legen können, daß die beiden Tangenten in ihr verlaufen. 

Wir haben nun in der Figur den Punkt P so gewählt, daß 
die trigonometrischen Tangenten beide in P gleich O werden. 

Die partiellen Differentialquotienten sind somit ebenfalls gleich O 
zu setzen, also wird auch das totale Differential = O sein, 

Der Punkt P wird somit ein Maximum bezw. Minimum unserer 
Fläche z=f(x,y) darzustellen haben, weil für ihn die partiellen 
Differentialquotienten gleich O werden. Die Figur zeigt an, daß 
wir es mit einem Maximalpunkt der Fläche zu tun haben. 


Aufgabe 141. 


In einem Fernsprechamt sind 3 Reihen Vielfachumschalter- 
schränke in den Abständen von 5 m und 8 m aufgestellt. Zur Speisung 
der in jeder Schrankreihe befind- 
lichen 500 Glühlampen mit 
einem Stromverbrauch von je 
0,08 Ampere dient die in einer 
Entfernung von 10 m von der 
ersten Schrankreihe aufgestellte 
Sammlerbatterie von 24 Volt. 
Wie müssen die Querschnitte 
der Verteilungsleitungen, deren 
Längen 1,, 1, und 1, sind, be- 
messen werden, wenn der Kupferverbrauch ein Minimum sein soll, 
und wenn der Spannungsabfall bis zur letzten Schrankreihe nicht 
mehr als 20/0 der normalen Batteriespannung betragen darf? 





Lösung: Es soll der Materialverbrauch d. h. das Material- 


volumen 
V=4uht%bt4ab.:.....Ö® 


ein Minimum sein. Dabei bedeuten q,, q, und q, die gesuchten 
Querschnitte der Kupferleitungen von der Länge ],, l, und ],. 


Wir berechnen zunächst den Spannungsabfall nach dem Ohm- 


1 
schen Gesetz E=J.W—=J. gi 0, wo o als spezifischer Widerstand 
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für Kupfer =, u setzen ist. Die in den einzelnen Leiterteilen 


l,, 1 und 1, fließenden Stromstärken seien i,, i,. und i,. Wir 
schreiben für J. W: 

41 er Ga er 43 s 

Dies soll gleich 2°jo der Normalspannung von 24 Volt sein, also 


— ee — 0,48. Die Gleichung lautet: 


100 
ul, ig la l; =) 
E= N 11 
° | gG  % = g3 er. 


Das Volumen V der Gleichung (I) soll laut Aufgabe ein 
Minimum werden, es muß also der erste Differentialquotient von V 
—0 gesetzt werden. Nun ist aber V eine Funktion der 3 Variablen 
Q1> Gag und q,, wir werden somit V partiell nach diesen 3 Variablen 
zu differentiieren haben. Wir erhalten das totale Differential: 








oV oV oV 
dV = —d —d —d LER 
dgı Rey %T 7, G3 ( ) 
Dieser Ausdruck kann nur dann gleich O0 werden, wenn die 


partiellen Differentialquotienten = 1a, und RM jeder gleich O 
04 0% 04; 
werden, denn die Differentiale dq,, dq, und dq, sind zwar sehr 
kleine Größen, aber durchaus von O verschieden. Wären die drei 
Veränderlichen q,, 95 und q, voneinander unabhängig, so würde 
man jedes Glied des Ausdrucks einfach gleich O zu setzen haben. 
In unserer Aufgabe sind jedoch die Variablen voneinander ab- 
hängig, und zwar sind sie durch die Gleichung II miteinander ver- 
bunden. Dem müssen wir durch Einführung einer Hilfsgröße 
Rechnung tragen, die diese Abhängigkeit der drei Variablen umfaßt. 
Wir schreiben Gleichung II in folgender Form: 
p=0 en) — 0,48 = 007,2 2. (EV) 
41 Ga 43 
Diese Funktionsgröße @, deren Wert —=0 ist, können wir mit 
A multiplizieren, ohne ihren Wert zu ändern. Die neue Funktion 
Ag, in der 4 der noch zu bestimmende Abhängigkeitsfaktor der 
drei Größen q,, 4, und q, bedeutet, kann zu V addiert werden, 
ohne den Wert von V zu verändern. Diese neue Funktion: 


V-Ap 
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setzen wir gleich FE Da g=0, wird 
dF=dV 
zu setzen sein. Wir se ne III nun in der Form: 
OF | oF 
d d 
dq, da+,. rn 43 


N 209, 2 + 7 eg m 
Ga 


2 





nn können wir jeden der drei partiellen a... 
= 0 setzen. 
oV-40p oV-+A0p oV-+-40p 
en —t 1}: —_(; — _—(, 
94 0 0. 
Differentiieren wir Gleichung I partiell nach q,, indem wir 9, 
oV 


und q, zunächst als konstant betrachten, so folgt: —— —= 1. Aus 


öq, 
derselben Gleichung folgt nach demselben Verfahren = l, und 
2 
oV 


= —=|],. 
043 : 
Wir differentiieren nunmehr die mit A multiplizierte Gleichung 


IV zuerst nach q,, indem q, und g, als konstant angesehen werden. 
Man erhält: 














öy li 
— — jo 
94 4° 
und entsprechend: 
Aög nu, dp . ER 
— —J/0e-— und ——=—Jo-. 
Ö4 ; 04 “age 
Für die drei partiellen Differentialquotienten schreiben wir nun: 
l rg d=0: 1, 0; Marz 0. 
2 
Wir erhalten Ren 
dı = YAei, . - . . . - . (VI) 
Gg =YAoi, : . . 2) 
a ER ee 


Zu diesen 3 Gleichungen mit 4 Tinhekanitä tritt dk noch 
als Gleichung IX: 


ı | 
e( ot ia, Isis 2) — 048 = 0. a ae 
1 
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Wir eliminieren jetzt den Wert YA der Gleichungen VI bis 
VIII, indem wir ihn aus VI durch dv o und i, ausdrücken, Wir 


erhalten : = m 


a 
Diesen Wert in VII und VIII eingesetzt, erhält man: 


ss u 
2-4 Vz und ,=q, Va 
1 1 


Diese Werte werden in Gleichung IX eingesetzt und man er- 
hält nach Be 


In BE —— Yu ll Vi +1; Vig +13 Vis) 
474 VE - Bus Vig (1, Y, +1 Vi, +1, Vi,) 


gg — 4 VE = in Viz (vi, +1, Vi, +1; Yi,). 


Die Zahlenrechnung ergibt: 


4 = 400,5 7 1800.0,08 x 
(20 V1500.0,08 +4 10 V 1000.0,08 + 16 Y 500..0,08) —= 156 mm? 
(= 409,78) 
T Ah BEN 
%= 50.048 1000. 0,08 x Er 
( = F- = — ze )= 127 mm? 
[ 
u eV 500.0,08 X 
( — — _ — _ ) — 90 mm?, 


Das Minimum an Materialvolumen ist dann: 
V = 2000 . 1,56 + 1000. 1,27 + 1600 . 0,9 = 5830 em’. 
Da das spezifische Gewicht des Kupfers 8,9 beträgt, so würden: 
51 887 g = 51,887 kg 
im Minimum den Verbrauch an Kupfer darstellen. 
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3. Kapitel. 


Integralreehnung. 


S 16. 
Grundbegriffe. 


In der Differentialrechnung haben wir die Regeln kennen ge- 
lernt, zu einer gegebenen Funktion f(x) den Differentialquotienten 
f(x) zu bilden. Er war selbst wieder eine Funktion von x. Wir 
wollen jetzt umgekehrt zu einem gegebenen Differential die ur- _ 
sprüngliche Funktion — den Ursprung — suchen. Dies ist Auf- 
gabe der Integralrechnung. 

So kann man beispielsweise mit Hilfe der BE... die 
Fläche berechnen, die wir uns im $ 7 Fig. 21, Seite 31 in beliebig 
viele Streifen zerlegt dachten. Den gesuchten Flächeninhalt findet 
man durch Addition sämtlicher Rechtecke. Die Fläche des einzelnen 
Rechtecks bezeichneten wir mit h.ds. Wollen wir demnach um- 
gekehrt zu diesem gegebenen Differential die ursprüngliche Funktion, 
d. h. die gesamte Fläche ermitteln, so ist das Sache der Integral- 
rechnung, die hier nichts anderes, als eine Summierung sehr kleiner 
Flächenteilchen zur Gesamtfläche bedeutet. Die nähere Ausführung 
findet sich später. 

Wir sagen: Die Integration ist die dem Differentiieren entgegen- _ 
gesetzte Rechnungsart ähnlich wie das Radizieren dem Potenzieren. 
Die Integralrechnung ist die Umkehrung der Differentialrechnung. 

Es sei das Differential f (x) dx gegeben; gesucht wird eine 
Funktion F (x), die differentiiert f(x) dx ergibt. Unter f(x) möge 
die Ableitung von F(x) gemeint sein. Man setzt nicht f’(x), f(x), 
sondern allgemein f(x) im Differential. Wir wissen aus den früheren 
Betrachtungen, daß eine Funktion y = x? differentiiertden Wert 2xdx _ 
ergibt. Ist uns jetzt umgekehrt das Differential 2x dx gegeben, und wird 
die ursprüngliche Funktion gesucht, so sagen wir, die Lösung wird durch 


Integration von 2xdx gefunden. Man schreibt f 2xdx. Wir kennen 
die Lösung bereits, schreiben also [ 2xdx—=x?, weil d(x?) den 
Wert 2xdx ergibt. 


Diese Lösung ist aber unvollständig, wie im folgenden gezeigt 
wird. Wir betrachten die Funktion y—=x?--5; ihre Differentiation 
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ergibt auch den Wert 2xdx. Überhaupt jedes x? — vermehrt um 
eine beliebige Konstante C — ergibt differentiiert 2xdx, da das 
Differential einer Konstanten Größe O0 ist. Somit kann die Inte- 
gration von 2xdx nicht eindeutig x? ergeben, vielmehr ist der Lösung 
stets eine Konstante C hinzuzufügen, so daß [ 2xıx= + Czu 
setzen ist. 

Man schreibt allgemein f f(x)dx—=F(x)—+C und sagt, die 
Integration eines Differentials gibt unendlich viele Funktionen als 
Lösung, die sich alle nur durch den Wert der Konstanten von- 
einander unterscheiden. Wegen der Willkürlichkeit von © ist das 
so gebildete Integral F (x) -+C unbestimmt und heißt deshalb un- 
bestimmtes oder allgemeines Integral. 

Man hat eine ausreichende Probe dafür, ob man eine gegebene 
Differentialfunktion richtig integriert hat, indem man die Lösung 
nachträglich differentiiert. Es ist ferner leicht einzusehen, daß für 
die Integralrechnung die Lehrsätze der Differentialrechnung maß- 
gebend sein werden, und daß man mit ihrer Hilfe die Grundformeln 
der Integralrechnung abzuleiten hat. 


E17. 
Grundformeln. 


Die Betrachtungen des $ 16 erschließen unmittelbar zwei Sätze: 


1. fet@dax=a/f()dx. 


Ein unter dem Integralzeichen stehender kon- 
stanter Faktor kann vor das Integralzeichen gesetzt 
werden. Zum Beweise wird die rechte Seite differentiiert, sie ergibt: 


d(a/t(x)dx)=ad/f(x)dx. 
Man vergleiche $ 9 — 3 — Seite 39. 


In dieser Lösung stehen Differential- und Integralzeichen zu- 
sammen, es soll also f(x)dx sowohl differentiiert wie integriert 
werden. Nach der Definition der Integralrechnung als der dem 
Differentiieren entgegengesetzten Rechnungsart folgt: 


Differentiationszeichen und Integralzeichen, in der Form d j 


gesetzt, heben einander auf. 
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Wir setzen somit: ad T f(x)dx=af(x)dx, was bewiesen 
werden sollte. 
2. KOHL HER..)dx 
— /t Jdx+ dx + [f,@) dx. 
Das Integral einer Summe ist gleich der algebra- 
ischen Summe der Integrale der einzelnen Summanden., 
Beweis: Man differentiiert die rechte Seite: 
ff ax +Ad/ dx +d/hw)dx.. 
—f, dx + adx+tL (x)dx.. 
Dasselbe gilt für das Integral einer Differenz. | 


Sein, 
Fundamentalintegrale. 
Aus der abgeleiteten Differentialformel 
alze FA) m ae 
ergibt sich durch Integration: 
zu+tt—=/(m-+1)zmdx 
oder m-+- 1 als Konstante vor das Integralzeichen gesetzt: 
mtl (m 1ı)/xmdx daraus folgt: 
ee, 
m en en I 
a ne ne 
Man erhält das Integral einer Potenz, indem man 
den Exponenten um 1 vermehrt und die so erweiterte 
Potenz durch den erweiterten Exponenten dividiert. 


Entsprechend ist: 


BIRNEN 
L; axudx=a a Tee 
Diese Formel wird nur für m=-— 1 unbrauchbar, weil das 


0 
Integral von x-1dx den Wert u d.h. © --C ergeben würde. 
Man schreibt deshalb x-1 in der Form — und findet: 


2. f= —=Inx--C, denn das Differential von Inx—+-C er- 
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- dx 
gibt er 
Von der Richtigkeit der folgenden Integrale überzeugt man 
sich leicht durch Differentiation der rechten Seiten unter Benutzung 
der am Schluß. des Buches zusammengestellten Differentiations- 


formeln, 


dx bi 
Br fa=sr+o 





dx 
4. Sg =artsr +0 

dx 1, 1+x 
5. fan 6 


ER Va xS 
6. Iers- nx—+Va+x°)+0; 
denn dIn x«+Va+ 2) 





I 
x > 
7 a Kit: 
Es ist d(a%) = a“Xlnadx, also a* —/anadx— Ina /axdx 
az 
. x —— 
und daraus folgt: ad ve +C. 
Ist a=e, also Ine=1, so folgt: 
8. jedaxs=e®+C 
9. [sin xix = — osx +0 
10. [eos xdx=sinx + C 
dx 
Nr [S&=-ws+0 
12 ie sähe 
en" co > 
13. fiex-d<=—Incosx +0, denn 











/ = / d (cosx) je 
ad ee — — _—. | 
cos X co8 x cos x 
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Unter dem Integralzeichen steht im Zähler das Differential des Nenners. 


Unter Benutzung der Formel 2, nach der 1 SF mx +Oist, 


erhält man BE en —Incosox—+C. 











14. [egxdx=Insinx+C, denn 
cosxdx _ dsinx i 
A, Sg nz —Insinx-+C., 
15. dx 
[== Int; 2 aus 


. “ X . 
Setzt man: sinx= 2sin 5 c08 5 so wird 








x 

d 2a 

ee je x [05 
sÄinX int 2 in & [00 & 
er PER 


indem man Zähler und Nenner durch cos? > dividiert. 
Man ersetzt dx durch 2 d, und erhält: 


X x 
d= cos? — 
SE 5) 


x 





Im Zähler steht das Differential des Nenners, also —= In tg ste 


16. [= tg (+2) +C, Es ist I 
. : (3+ x) x 


(nach Formel 15). 





*) Vergl. Nr. 26 der Trigonometrischen Formeln. 
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Die soeben gegebenen Fundamentalintegrale sind zum größten 
Teil Umkehrungen der Fundamentalformeln für die Differentiation. 

Haben wir irgend eine Funktion zu integrieren, so kommt es 
darauf an, ihr eine solche Form zu geben oder sie durch eine 
andere so zu ersetzen, daß sie in der Form eines Fundamental- 
integrals erscheint. Allgemeine Regeln lassen sich nicht aufstellen, 
man wird vielfach aufs Probieren angewiesen sein. 


Zunächst sei eine Reihe von Aufgaben gestellt, die ohne 
weiteres aus den Fundamentalintegralen ihre Lösung finden. 


142. fax=x+C. 
2 

143. ha=%+c 

R 
144. frar=% +, 
145. fsstdx=x5+0 
146. [oosxdx—sinx+C. 
147. [ed=e-+C. 
148. [bar’dx=axdC. 


dx 
ne —3 a 
149. IS=/* dx En) 
1 
150. Priz= (ar IeVr +0. 
1 
151. il 
E 
2 3 
152. je dx 4c 


oo P$ 





DD 








a 
18ax? __ g9axt 


154. [= +C. 
155. ver dy —yyay+c 


: 4a a j 
156. > dx=— +6. 
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157. N OE 
x? 
Be, 


158. [im cosx —nsinx)dx—=msinx-+ncosx+C. 


159. I — —Inx— 3tgx+tC. 


x cos? x 


160. [eos p cos ydy = os wsinp+C. 
161. Mer gu OORX 10 


cos? & cos? & 














162. N “dx—=sinatgx+C. 


Haben die Funktionen eine weniger einfache Form als in den 
gestellten Übungsaufgaben, so wird man eine Umformung oder 
dergl. vornehmen müssen. Für diesen Zweck gibt es eine Reihe 
praktischer Methoden, von denen die wichtigsten im folgenden er- 
läutert werden. 


$ 19. 
I. Methode der Zerlegung. 
Sie besteht in der Zerlegung einer Funktion in eine Summe 
oder Differenz von Funktionen und ist immer anwendbar bei der 
Integration ganzer Funktionen. 


Beispiele: 13 [or+22°—3x+ 6)dx 
— [5s?dx+ [2x®dx— [3xdx+ [6dx 
—5 [wdx+2 [xdx—3 /xdx+6 [dx 
4 3 
-°, I ey: +0. 
Es genügt hier, nur eine u zu setzen, da sich die zu 


den einzelnen Gliedern gehörigen Konstanten zu einer einzigen 
addieren lassen. 


e- dx __ [ @in?x + cos’x)dx 


sin?2x cos®x sin?x a 


— dx 
le ER: het ee He ne 


—=tgx—ctgx-+-C. (Nach Formel 11 und 12 Seite 93.) 
Diese Umformung ist gestattet, weil sin?x 4 cos®®x = 1 ist. 
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8 20. 
II. Methode der Substitution. 
Man bringt durch Einführung einer neuen Veränderlichen die 
zu integrierende Funktion auf eine einfachere Form. 


dx i s 2 
. Wir setzen für a-—-bx eine neue Veränder- 


1: ae 
liche y, dann wird y—a=bx oder 
el oder a 
b b 


N echalten 
var dy 
Er) — ln c=n atbx ©. 
— Tetnyto=inatte)t 


2. [Vex Fb: ax ax—-b=y adx=dy 


L 
dx=-dy. 








m 7 in+-m 
1.7 ne) ur 
3. [sin(@ex-+b)dx ax+b=y ax- I 


— > fein ydy= 2.(- sy) +0= — 2 0s(ax+b)+C 


Das Integral fi sin(ax--b)dx unterscheidet sich von einem 


sofort zu -integrierenden Integral N sin (ax—+b).d(ax--b)nur da- 
durch daß unter dem Differentialzeichen x statt ax — b steht. 


Nun kann man für dx den Wert TE setzen, denn wir 


sahen dx —= I— a] und erhalten: 
finax+n TEESSIEEY ARHBERN d(ax--b) 
7 


Kohlrausch. 
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— — 2 08 (ax-+b)-+C. 
Man vermag bei einiger Übung auch ohne neue Veränderliche 
auszukommen. 
4. ferax= fe te2 / 
_ em +C. 
EN A “ 1 
D. Vatz?' an setzt für En. X 


2xdx—=d(a +2?) 
il 
ala > 2y2{x210— Wer 





2/ Va? —x? 
Siehe: 
dx ei 
2 2yx 
6 1% R Br sin2x | 
\ sin? x cos?x a N en 
2x)? in? (2 
sin? x cos?x us — zz 
dx d2x 
ERZUENE) to (2 
sin? (2x) pe — 202 ar 
4 (S. 33. Formel 11.) 


Vergleiche $ 19 Beispiel 2. Die beiden Resultate brauchen 
nicht notwendig übereinzustimmen, sie könnten sich durch eine 
Konstante unterscheiden. In diesem Falle stimmen sie überein, 
2tgx 








denn tg (2 x) ist = 1-tex' also 
1 ee tg? x 1 
1 — — —| —— — — (ct —t 
ERS) 2tgx A ) 5, «ie x tgx) 
oder 2ctg (2xX)—=cetgx —tgx 
und —2ctgA x)=tgx —cigx 


des Beispiels 2 in $ 19. 
Man suche nach der Substitutionsmethode die folgenden Auf- 


In. zu lösen: 
3. fa+bxmdx atbxı=y ax} 
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% YalE Li m-+1 
ER ee 
ee 

Bar 


164. [Vırrr.as-4vafass+o 


dx EN 
165. as rR+e 





166. E —4Aln(5x—8)+C 


5x—8 

dx 1 
BC 
168. (Yras—=2ye+0 


169. 


GALT. 
III. Methode der teilweisen Integration. 


Bezeichnen u und v zwei beliebige Funktionen von x, so gilt 
für die Differentiation eines Produkts u.v die Beziehung: 
du.=udv-+vdu. 
Wir integrieren und finden: 
u.v=/udv-+/vdu 
oder fuav=u.v—/vdu. 


Setzt man den einen Faktor eines zu integrierenden Produktes 
(und als Produkt läßt sich jede Differentialfunktion auffassen) 
gleich u, den anderen gleich dv, und bildet v und du, so kann 
man die Größen nach der obigen Gleichung zusammenfassen. 

Man hat die Integration geleistet, sobald man dv und vdu 
zu integrieren vermag. Für die nähere Ausführung sollen die fol- 
genden Beispiele dienen: 

® [xsinxdx X au -—-dx 

dv=sinxdx vV=— cosx 


7% 
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[zsinxdx= —xeoosx— /(— cosx)dAx 


——xcosx+ [eosxdx—— xcosx+ sinx+Ü© 
—sinx—xcosx—+ Ü 
2. [zeosxdx—=cosx+ xsinx— © 


3. fIaxdx Inx=u du=—-dx 


d 
je 
— xiInx— 
x 


fuxdxs=xshx— x+C=x(iox—1)+C 


4. jkedz Keou du=dx 
eadx=dv v=e& 


x—=dv N 





—xe@— [dx 
= xt —-!«+0=e(x—1)+0 
5. [re dx x —u du=2xdx 
edx=dv ve 


[Redz=-ze — [axedx 


Dieses Integral wird nun wieder nach der Methode der teil- 
weisen Integration behandelt (siehe Beispiel 4). 


[rerd=r+et—2xe +28 + 0=e 2x +2)HC. 


$ 22. 
Bestimmte Integrale. 


In den bisherigen Betrachtungen unbestimmter Integrale ließ 
sich die Lösung aller Aufgaben zwar bis zu einem gewissen Grade 
durchführen. Gleichwohl blieb in letzter Linie immer noch die Be- 
stimmung der Konstanten C eine offene Frage. Für die Lösung 
praktischer Aufgaben wird man jedoch verlangen müssen, daß die 
Integralrechnung von dieser Unbestimmtheit befreit wird. Wir 
werden uns somit die Frage vorlegen, wann wird das unbestimmte 
Integral einen bestimmten, fest umgrenzten Wert annehmen? Die 
Antwort kann nur in der Bestimmung des Wertes jener Kon- 
stanten © bestehen. 
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An einem Beispiel wird man leichter die weitere Betrachtung 
durchführen können, In Fig. 17 des $ 7 wurde der vom Eisen- 
bahnzuge zurückgelegte Weg durch eine Fläche dargestellt. Wir 
würden umgekehrt durch Ermittelung des Flächeninhalts den zurück- 
gelegten Weg ermitteln können. Während dies für den Fall der 
gleichförmigen Bewegung unschwer erfolgt — der Weg ist gleich 
dem Produkt aus Grundlinie mal Höhe des Rechtecks —, so er- 
geben sich für den Fall der ungleichmäßig verzögerten Bewegung 
Schwierigkeiten, wie Fig. 19 in $ 7 erkennen läßt; denn wir sollen 
eine Fläche berechnen, die begrenzt wird durch die Kurve, die 
X-Achse und die Ordinaten v, und ve. 


Wir denken uns die Fläche in kleine Streifen zerlegt und fassen 
diese als Rechtecke auf, Addieren wir den Inhalt dieser Rechtecke, 
so erhalten wir für die zu bestimmende 
Fläche einen angenähert richtigen Wert, 
der sich von dem wirklichen Wert nur 
um die Summe der schraffierten Dreiecke 
der Fig. 19 unterscheidet. Der Fehler 
wird um so kleiner, je größer wir die 
Anzahl der Streifen wählen. Wenn wir 
die Streifenelemente bezüglich ihrer Breite 
sich der Grenze 0 nähern lassen, wird 
auch der Fehler der Additionsrechnung 
sich der Grenze O nähern. 





Die Ordinaten stellen die Größe der jeweiligen Geschwindigkeit 
dar, sie sind ohne Zweifel Funktionen der Zeit t. Wir setzen des- 
Dalbeiur Vo, Yın Va... . ty) Hl) It) - . - 


Die Kurve selbst ist eine Kurve der Geschwindigkeit des 
Zuges und wird sich als Gleichung in der Form darstellen v=f(t). 
In Fig. 46 seen n-—-1 Ordinaten gezeichnet, ihre Fußpunkte 
seien 0, 1,2... . bis n, die Abszissen dieser Punkte sind dann 
Beel..... bis t. Die gesuchte Fläche S wird berechnet zu: 


ne HE )+..... a) 
Um den genauen Wert unserer Fläche zu erhalten, müssen 


die Differenzen t, — ty, 8 —bı ..... sich der Grenze 0 nähern, 
wir schreiben sie dann als Differentiale und zwar: 
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Aus Gleichung I wird: 

S=f(l,).dyu-tflt).dy 4 ..... —+ f(ta-ı).dta-ı. (O) 

Wir erhalten auf der rechten Seite eine Summe von Gliedern, 
die alle von der Form f(t)dt sind, in denen t der Reihe nach die 
Werte von ty — tn_ı annimmt. Die Summation ergibt: 


Er 
Ser I f(t) dt 


to 
Diese Summe bedeutet, wie Fig. 46 erkennen läßt, die ge- 
suchte Fläche. Diese wird rechts und links begrenzt durch die 
Ordinaten f(t) und f(t,). Die zugehörigen Abszissen t und t, pflegt 
man als Grenzen zu bezeichnen, die die Variable t zu durchlaufen 
hat. Ersetzt man nunmehr das Summenzeichen 3 durch das 


Integralzeichen [ ‚ so sind die Grenzen dem Zeichen beizufügen, 
Man schreibt: 


s—=/ft)dt..  . 


Diese Summe nennt man das bestimmte Integral, weil in ihm 
dadurch Grenzen festgelegt sind, daß t alle Werte von t, bis t 
durchlaufen soll. Das bestimmte Integral bedeutet in unserem 
Falle die Strecke, die der Zug in einem ganz bestimmten Zeit- 
abschnitt — gerechnet von t, bis t — unter dem Einfluß einer 
stärker und stärker werdenden Verzögerung zurückgelegt hat. 


Auch das bestimmte Integral hat die Eigenschaft, daß 
sein Differential gleich f(t)dt ist. Wir bezeichnen dS als die Zu- 
nahme, die die Fläche erfährt, wenn wir die Zeit um den kleinen 
Zeitraum dt wachsen lassen. dS bedeutet demnach einen unendlich 
kleinen Flächenstreifen, den wir als Rechteck ansehen können und 
dessen Inhalt = £(t) dt ist. 

Also: UDERAN 

Wenn wir diese Gleichung integrieren, so erhalten wir zunächst 
keinen bestimmten Wert, sondern unendlich viele, die sich durch 
die Konstante © unterscheiden. Einer von diesen vielen Werten 
muß unser bestimmtes Integral sein, und das bestimmte Integral 
berechnen, heißt, die Konstante C bestimmen. 


Wir erhalten somit als Definitionsgleichung: 


s- (tW&=FW+o 2 
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wo F (t) die gesuchte Funktion bedeutet, aus der durch Differentiation 
das Differential f(t)dt gebildet sein soll. Wie bestimmen wir für 
unseren Fall die Konstante ©? Man pflegt allgemein zu sagen: 
aus den Grenzbedingungen des vorgelegten Falles. Wir finden eine 
solche Grenzbedingung in der Weise, daß wir die Zeit t immer 
kleiner werden lassen und zwar bis sie gleich t, wird, für diesen 
Grenzfall wird die Fläche gleich O, hier ist der vom Zuge zurück- 
gelegte Weg deshalb gleich 0, weil wir ihn vom Anfangspunkte 
t, erst der Messung unterwerfen wollen. Die Funktion S muß die 
Eigenschaft haben, daß sie für t=t, den Wert O annimmt; wir 
erhalten also: 
S=F(,)+C0=0 

und C=—-F(t,). 

Setzen wir diesen Wert in Gleichung IV ein, so erhalten wir: 


t 
s= (tWE=Fl—Fl) . .».. (WM 


Man findet bei Berechnung des bestimmten Integrals immer 
zunächst das unbestimmte Integral. Man wird deshalb am ein- 
fachsten so verfahren: Das unbestimmte Integral, d. h. die gesuchte 
Funktion F (t), wird ohne die Konstante hingeschrieben. Sodann 
wird ein sogenannter Trennstrich vor die Funktion gesetz. An 
diesen Trennstrich schreibt man unten die niedere Grenze t,, oben 
die höhere Grenze t. Dann weiß man, daß die gesuchte Funktion 
F(t) mit der oberen Grenze der Veränderlichen — hier also t — 
hinzuschreiben ist, und daß von ihr F (t,) zu subtrahieren ist, d. h. die 
Funktion, in der die Veränderliche = dem Wert der unteren Grenze 
t, gesetzt ist. 


Wir schreiben als allgemeine Form: 
t t 
s= (EWdtt= FW=FlW—Fl). . . (VD 
to to 


Die für das unbestimmte Integral abgeleiteten Regeln werden 
somit genau wie bisher zur Bestimmung der gesuchten Funktion 
benutzt; dann werden unter Berücksichtigung der Aufgabe die Grenzen 
in der oben angegebenen Weise eingesetzt. 


Integralrechnung. 


8 23. 


Berechnung von Flächeninhalten ebener Gebilde. 
Aufgabe 170. Gesucht wird der Flächeninhalt eines Dreiecks 


ABC, dessen Grundlinie a und dessen Höhe 
h gegeben sein soll. Wir denken uns das 
Dreieck durch Parallele zur Grundlinie in 
unendlich viele Streifen zerlegt. Wir finden 
den Flächeninhalt S- durch Summation der 
einzelnen Flächenstreifen, deren Breite dy 
und deren Grundlinie x sein möge, Die 
Veränderliche y kann die Werte von O bis 
zur Dreieckshöhe h durchlaufen, als Grenzen 
der Integration werden somit die Werte O 
und h zu setzen sein, 


N ee 


In dieser Gleichung ist offenbar auch x 
veränderlich und zwar als Funktion von y. 
Im Abstande y von © wird die zugehörige 
Grundlinie des Dreiecks ODE gleich x zu 
setzen sein. Aus der Ähnlichkeit der Drei- 
ecke ODE und CAB (Fig. 48) folgt: 

KB ea 





Also ist x =. y. Wir erhalten durch 


Einsetzen dieses Wertes: 
h 


h 
a a 
s- [ya [vay. 2 
& . 


0 


Durch Integration folgt: 


5 92 
ET TEN 
RN n 


a 
Dee 





0 


Der Flächeninhalt des Dreiecks ist also: 


s-. VE 
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Gesucht wird die Quadratur einer gegebenen Kurve. 


Aufgabe 171. Unter Quadratur versteht man die Berechnung der 
Fläche, die begrenzt wird durch die Kurve, dieX-Achse und 2 Ordinaten. 

Die Fläche sei in unendlich viele 
schmale Streifen zerlegt. Einer dieser 
Streifen habe vom Koordinatenanfangs- 
punkt 0 den Abstand x, seine Breite sei 
dx, die zugehörige Ordinate ist y. 

Der Inhalt des Streifens ist ydx 
und die gesuchte Quadratur S ist gleich 
der Summe aller Streifen gerechnet von 
x, bis x,, denn diesen entsprechen die Be- 
grenzungsordinaten y, und y,. Es ist 


s= [t@)dx=/[yax. 


In dieser Gleichung ist y noch durch x auszudrücken. Will 
man jedoch dx durch y ausdrücken, was mit demselben Rechte zu- 
lässig ist, so sind entsprechend die Grenzen zu ändern in y, und y.. 
Es gilt allgemein der Satz: Die Grenzen gelten für die Veränder- 
liche, die unter dem Differentialzeichen steht. 


B 


7 





Berechnung der Bogenlänge einer Kurve zwischen 2 
gegebenen Punkten. 


Aufgabe 172. Der Bogen AB von 
der Länge s sei in unendlich kleine Bogen- 
elemente ds zerlegt gedacht. 

Eines dieser Bogenelemente ds habe 
für die Abszissen seiner Endpunkte C© 
und D die Werte x bezw. x--dx. 

Aus dem rechtwinkligen Dreieck 
CED folgt: 


ds— ax + ay: 
=axyı+ (2). A 


d 
= wird aus der Gleichung der Kurve AB, d.h. y= f(x), berechnet. 
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Integrieren wir die Gleichung I, so erhalten wir die Bogenlänge s: 


ereuen, ci 


Hätten wir in Gleichung I nicht dx, sondern dy vor die 
2 
Wurzel gesetzt, also ds = ayyı = () ‚ so hätten wir die Glei- 
chung mit den entsprechend veränderten Grenzen zu schreiben: 


-[öyırle).. 
yo 


Man wird von diesen beiden Gleichungen diejenige Form wählen, 
welche für die Integration die geringeren Schwierigkeiten bietet. 





Die Quadratur der Parabel. 


Aufgabe 173. Die Parabel sei gegeben durch die Koordinaten 
a und b eines Parabelpunktes P. Es soll die Fläche berechnet 
werden, die begrenzt wird durch die Kurve, 
die X-Achse und die Ordinate b. 

Die Gleichung der Parabel lautet y? 
—2px (vergl. $ 3). Für den Punkt P 
die Gleichung aufgestellt ergibt: 

b’=2pa. Man erhält: 
2 2 2 
ee, also a. 
y x a a 

Der schraffierte, unendlich schmale 
Flächenstreifen im Abstande x vom An- 
fangspunkt O hat den Inhalt: ydx. Man 
erhält für die gesuchte Quadratur S die 
Gleichung 


s=[y.1x=[yax. 2 


x=0 0 


Für y den oben berechneten Wert eingesetzt, erhält man: 
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2a a | ei 
x b E x2 
ie DE Le BRE 2 „Aal Gun: 
s- [»VEn- Ye te u (II) 
0 0 


Setzt man die Grenzen ein, so wird: 





Ska 


3 
3 N 
Ba buala 2002 
Ya\ 3 Van 3m 
2 
2 
nl ee lalein 


Die Fläche der Parabel ist also gleich = des Flächeninhaltes 


eines Rechtecks mit den Seiten a und b; man nennt es das um- 
schriebene Rechteck. 

Zum gleichen Resultat gelangt man, wenn x durch y ausge- 
drückt wird. Man differentiiert die Gleichung der Parabel, die wir 
in folgender Form ansetzen: 

EN RAEN 
ESTER EG 





Wir erhalten: 
2ydy 
B: 
Setzen wir diesen Wert für dx in die Gleichung I ein, so 
müssen wir die Grenzen entsprechend in b und O abändern. Wir 
erhalten: 





dx 2a 
a also dx = Yay. 





b b b 
A en 2a |y? 
Ö Ö N 
Nach Einsetzung der Grenzen folgt: 
Br2a e 
fs h2ILN 
2 
S=zab. ER N EA ALLER) 
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8 24, 
Berechnung der Oberfläche und des Inhaltes von Rotations- 
körpern. 


175. Eine ebene Kurve, deren Gleichung y—=f(x) sei, rotiere 
um die Y-Achse und erzeuge eine Rotationsfläche, wie in Fig. 52 
angedeutet ist. Die Oberfläche soll berechnet werden. 







VDE 


\ 





Fig. 52. 


Man denke sich aus der Oberfläche eine unendlich schmale 
Zone senkrecht zur Y-Achse herausgeschnitten (schraffierte Fläche 
der Fig. 52). Das Bogenelement, das diese Zone erzeugte, sei ds. 
Die Koordinaten des Anfangspunktes dieses Bogenelementes seien 
x und y. Die Zone selbst können wir als abgestumpften Kegel 
betrachten, wenn wir ds als geradlinig ansehen. 


Schneidet man die Zone auf und breitet sie in der Ebene aus, 
so stellt sie einen Ringausschnitt von der Breite ds dar und zwar 
als Differenz zweier Sektoren. Die Länge des Kreisbogens ist 2rrx. 
Nimmt man ds unendlich klein an, so darf man den Ringaus- 
schnitt als Rechteck betrachten. Seine Oberfläche sei dS. Man 
erhält: dS—2rrxds. Die Fläche des Rotationskörpers findet man 


durch Integration: S= J 2ruxds, 


Für ds kann man wie in Aufgabe 172 den durch x oder y 
ausgedrückten Wert setzen: 


ds—dx/ı+ En oder =dy Vır+ 5)" 
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s=2n/zaxfı4 (G2)" 


Die Berechnung des Inhaltes erfolgt in ähnlicher Weise. 

Es handelt sich zunächst um den Inhalt des abgestumpften 
Kegels der Fig. 52. Die beiden Begrenzungsflächen unten und 
oben haben die Radien x bezw. x + dx, die Höhe des Kegelstumpfes 
ist dy. Der Flächeninhalt sei dV. 


dV ist sicher größer als x?rzdy, aber kleiner als 
(x + dx) ndy. 

Multiplizieren wir aus, so folgt 

dV<xndy+2nxdxdy+ ndx?dy. 

Dieser Ausdruck setzt sich zusammen aus einem unendlich 
kleinen Glied erster Ordnung, dem folgt ein solches zweiter und 
dritter Ordnung. Da diese Glieder als Summanden auftreten, so 
kann man sie (nach $ 6, Seite 27) als unendlich kleine Größen 
höherer Ordnung neben dem ersten Gliede x?rrdy vernachlässigen. 


Man kann deshalb ohne erheblichen Fehler setzen: 
dW-=2’rUY. 
Dann ist das Volumen des ganzen Rotationskörpers, wenn wir 
ihn zwischen den Grenzen y, und y, betrachten wollen: 


Man erhält: 


yı 
V=/»ndy. 
Yo 
176. Inhaltsberechnung einer Kugel, deren Radius r ist. 
Wir setzen nach 175: 
GVva sr dy: 
Der Flächeninhalt der Halb- 







kugel = würde für die Veränder- 


liche y von O bis r zu integrieren 


sein. Man erhält: 
r 


n = [nxay 


ö 
Es isst 2 —=1r? — y?, also 
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Y=n/e- man 
ö 0 


Nach Einsetzen der Grenzen Tu 


V R ) 
Seal na) —n Tan 


r 





3 
er 
[ y 5) 


Ir? 


Der Flächeninhalt der Kugel wird demnach: 


V- In. 


Inhaltsberechnung eines Rotationsparaboloids. 


a) Läßt man eine Parabel — besser den oberen Ast — um 





Fig. 54. 


ihre Achse rotieren, so erhält 
man ein Paraboloid (Fig. 54). 
Der Radius der Grundfläche sei 
r, die Höhe des Paraboloids sei h. 
Schneidet man senkrecht zur 
X-Achse eine unendlich schmale 
Scheibe heraus, so ist deren In- 
halt: 
dV u y? dx 
Diese Gleichung ist nach 
dem Früheren aus der Figur ab- 
zulesen. Die bei Berechnung des 
Inhalts zu integrierende Variable 
ist x; sie soll von O bis h 


wachsen. Der Inhalt des Paraboloids ist: 


h 
v=,/ry!dz . EEE 


0 
Man findet unter Ansehung der Figur und Kenntnis der Parabel- 


2 
gleichung zu vB 2px: ya —x:h, also P—r.x 


Demnach wird: 


pl 
ee [# Hr enN 


h 
Ex 


2 
2 





h 
0 
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sır? [h? cır2h 
v-77 (00) 5 ARE LE NLLR 





Das Volumen des 
Paraboloids ist gleich 
dem halben Volumen 
des umschriebenen Zy- 
linders. 

b) Läßt man die 
Parabel nicht um die X- 
sondern um die Y-Achse 
rotieren, so entsteht ein 
trichterförmiger Körper, 
dessen Endradius r und 
dessen Höhe -h sei 
(Fig. 55). 

Man erhält wie vorher, allerdings unter Vertauschung der 
Variablen x und y: 





Fig. 55. 


AV ern dVrHn om amanar such) 
h 
a le il ee ae on 
0 y? 


* und nach Quadrierung 


Aus der Parabelgleichung folgt 1 
r 


—_ ,72—=x? Setzt man diesen Wert ein, so wird: 





Ö 0 
Nach Lösung des Integrals und Einsetzung der Grenzen wird 
h 
y”? nr%.h 


UT, 


. Tr 


v-7 








(III) 
0 
d. h. gleich !/s des umschriebenen Zylinders. 


8 25. 
Schwerpunktsbestimmungen. 


Der Schwerpunkt eines Körpers wird bestimmt nach dem 
Momentensatze: Das statische Moment eines Körpers ist gleich der 
Summe der statischen Momente seiner Teile. 
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Gegeben ist eine beliebige Fläche S, deren Schwerpunkt 
P bestimmt werden soll. Diese Bestimmung kann für jede 
beliebige Achse, also auch für 
die X- bezw. Y-Achse durchge- 
führt werden; den Abstand des 
Schwerpunktes von diesen beiden 
Achsen bezeichnet man meistens 
mit n bezw. &. Wir suchen 
beispielsweise den Abstand 7 des 
Schwerpunktes P von der X- 
Achse. Man denkt sich die 
Fläche S in beliebig viele Teile, 
z.B. S,, S, und S, zerlegt. Die 
Schwerpunkte der Teile seien P,, 
P, und P,, ihre Abstände von der X-Achse seien bekannt zu a, 
b und c. Das statische Moment jeder Fläche ist — Fläche mal 
Schwerpunktsabstand. Der Momentensatz liefert dann die Gleichung 
zur Bestimmung von n: 


Ss. =9.2+%,b-+S,.c 
Aufgabe 177. Man berechne in der angegebenen Weise 
den Schwerpunkt der Fig. 57. 





Fig. 56. 


Die Fläche kann in zwei Recht- 
ecke zerlegt werden, deren Schwer- 
punkte in den Schnittpunkten der 
Diagonalen liegen. Die Figur kann 
durch eine Symmetrieachse in zwei 
gleiche Teile zerlegt werden, auf dieser 
Symmetrieachse muß der gesuchte 
Schwerpunkt liegen. Sein Abstand 
von der X-Achse sei 7. Die Seiten 
der Rechtecke seien b, und h, bezw. 
Fig. 57. b, und h,. 


Die Momentengleichung mit Bezug auf die X-Achse lautet: 


bh +bu.b)n=(bi.h) 4 b,.h,) (+). 


Während man bei so einfachen Gebilden, wie sie Fig. 57 
darstellt, die Integralrechnung entbehren kann, wird man bei den 
folgenden Aufgaben ihrer nicht gut entraten können. 
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Schwerpunkt eines Parabelabschnittes. 


Aufgabe 178. Der Schwerpunkt P 
des Parabelabschnittes der Fig. 58, dessen 
Endradius b und dessen Höhe a ist, 
habe von der X-Achse den Abstand n, 
von der Y-Achse den Abstand £. 

Man denkt sich die Figur in un- 
endlich schmale Streifen zerlegt, von denen 
einer schraffiert gezeichnet ist. 

Jeden dieser Streifen können wir als 
Rechteck ansehen, dessen Fläche — Fig. 58. 
y.dx ist. Der Schwerpunkt des schraffierten 


Rechteckes hat von der Y-Achse den Abstand x 4 = ‚ Die Fläche des 


Parabelabschnittes ist nach Aufgabe 173 Gleichung III: S = : ‚ab. 





Die Momentengleichung lautet bezogen auf die Y-Achse: 


2 .n.5= [ri (c+ 2) EN 


0 
denn & ist der Abstand des gesuchten Schwerpunktes P, und die 
Addition der Flächenstreifen findet man durch Integration der 
Variablen x in den Grenzen von O bis a. 

In Gleichung I gibt die Auflösung der Klammer: x.ydx- 

2 | 
+y = Das zweite Glied kann man als unendlich klein höherer 
Ordnung vernachlässigen und erhält: 
a 


gr. b.5= [x.ydx een Yin 
0 EBEN 
Setzt man den aus Aufgabe 173 bekannten Wert von y=b y: 
a 
in II ein, so wird: 


a a a 


1 
DAzXzZEx dx b 3 b 
en: FFIR ae TEN x?,dx—=— 
3 a2 a2 a? 


0 0 0 
Kohlrausch. 8 
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Es wird durch Einsetzen der Grenzen: 





2 b.a? 2 
SEN D.2e5 „5 5 
Demnach folgt: 
= oa 20 A 


In gleicher Weise läßt sich die Ordinate 7 des Schwerpunktes 
berechnen durch Anwendung des Momentensatzes auf die X-Achse. 


Man findet: 


a 


ab.n= [yaxl 


0 


2 


ee] 


b2 
Es ist laut Aufgabe 173 y’ = Fu also: 





a 
2 h WEN DD x DIR 
3 =5/|% Ton, MER ER 
0 
Daraus folgt: 
b’ar3 3 
Bad a 


Der Schwerpunkt der Parabel 
selbst, die sich aus zwei solchen Ab- 
schnitten zusammensetzt, liegt einmal 
auf der Symmetrieachse, d. h. der 
Achse der Parabel, und ferner auf 
der Verbindungslinie der Schwerpunkte 
der beiden Teilabschnitte, wie Fig. 59 
zeigt. 





Fig. 59. 


Schwerpunkt der Halbkreisfläche. 


Aufgabe 179. Die Halbkreisfläche hat eine Symmetrieachse, auf 
der der Schwerpunkt liegen muß. Es genügt somit 7 zu berechnen. 
Wir zerlegen wieder in unendlich viele Streifen. Die Breite ist 2x, 
die Höhe dy. Nach dem Momentensatz erhält man: 
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3% 


ur? 
eg n= [axäyy N Ra NE a Nr (D 
0 
Es ist x? + y®=r? und nach Differentiatiin: 2xdx +2 ydy=0, 
also ydy=—xdx. Dies in Gleichung I eingesetzt, gibt: 
0 


jetzt mit umgekehrten Grenzen, weil 
x für OX seinen größten Wert r be- 
sitzt und, je weiter man auf der Y- 
Achse aufwärts geht, abnimmt und 
zwar bis 0. An dem Wert des 
Integrals wird jedoch nichts geän- 
dert, wenn man das Minuszeichen 
in ein Pluszeichen verwandelt und 
gleichzeitig die Grenzen vertauscht. 
Man erhält also: 





r 


x? 2 
3 3 


2 
na ira 


0 0 





Es wird: 7 =S als Abstand des Schwerpunktes von der 


X-Achse. 


S 26. 
Bestimmung von Trägheitsmomenten. 


Man denkt sich eine beliebige Fläche in unendlich viele 
Flächenelemente zerlegt. Man versteht dann unter dem Trägheits- 
moment der Fläche bezogen auf eine 
beliebige Achse A B die Summe der Pro- 
dukte aus jedem Flächenelement dS und 


dem Quadrat seines Abstandes von dieser T 
Achse, der z. sein möge. Der Beitrag | 
eines solchen Flächenelementes zum Träg- | 
heitsmomente ist somit —=z?dS. Das 

Trägheitsmoment J der ganzen Fläche 7 Fig. 61. 


findet man durch Integration zu: 
gr 
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== } z22dS. 
Die Dimension des Trägbeitsmomentes ist [em?]. 


Bezeichnet enax den Abstand der äußersten Fasern eines Ge- 





bildes von der Achse (neutralen Faserschicht), so nennt man &* 
ax 


das Widerstandsmoment des Körpers. Seine Dimension ist [cm?]. 
Für die Berechnung von Träg- 
heitsmomenten ist folgender Satz oft 
von Nutzen: Ist das Trägheitsmoment 
einer Fläche S bezogen auf die Schwer- 
achse (d. h. die Achse, die durch den 
Schwerpunkt geht) — J, und bezogen 
auf eine im Abstande e zur Schwerachse 
parallele Achse — J, dann besteht die 
Beziehung J = J; + e®S (Fig. 62). 
Beweis: Das Flächenelement dS habe von der Schwerachse 





den Abstand z, von der anderen Achse z,. Dann ist ,=[/z?dS 
und J=/z?d8. 
Nun ist: zz, =e--z. Es wird also 
J=/(e+2?48 


J—/ed8+/2e2dS+/2dS 
—e/d8+2e/zdS+ /[2dS. 

Es bedeutet e/d8—=e.S, und ICKE ni. 

2e/zdS ist =0, weil /zdS nichts anderes ist als das statische 


Moment der Fläche bezogen auf die Schwerachse; der Abstand des 
Schwerpunktes von der Schwerachse aber ist — 0. 


Trägheitsmoment des Rechtecks bezogen auf die 
Schwerachse. 


Aufgabe 180. Wir wählen hier als Flächenelement einen 
unendlich schmalen Streifen parallel zur Schwerachse. Man ist dazu 
berechtigt; denn denkt man sich jeden diesen Flächenstreifen in 
unendlich kleine Flächenelemente zerlegt, so haben diese alle den- 
selben Abstand y von der Schwerachse. In dem Trägheitsmoment 
des Flächenstreifens würde man aus der Summe der Trägheitsmomente 
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der kleinen Flächenstückchen den Faktor y? vors Integral setzen 
dürfen und y? [ dS=y?.S erhalten, wo S den Flächenstreifen be- 


deutet. Wir erhalten für das Trägheitsmoment 
des Rechtecks: 








wezelryvbdyb Pdy=b|l 
h h ah, 
= =3 2 
le en 
J,.=- I|I<-) — I— — — |— — — 
"DENE 2 3 \8 a 8 IHHKUNEHHNUN 
Bebih> Fig. 63. 
BD 
Das Widerstandsmoment W des Rechtecks ist — Js ‚ wo 





Y max 
i h 
Y max den äußersten Abstand von der Schwerachse bedeutet, hier also 3: 


2 
Es ist W — - Beziehen wir das Trägheitsmoment des Recht- 
ecks auf die Grundlinie, so erhalten wir: 
h\’2 bh? h? bh? 
J=J+S. E De 
It b=14cm und h=30 cm, so ist J, = 31500 cm? und W 
— 2100 cm?, 


Aufgabe 181. 


Trägheitsmoment eines Dreiecks 


bezogen auf eine durch die Spitze des 
Dreiecks gehende, zur Grundlinie parallele, 
Achse A A’. 

Wir zerlegen das Dreieck in zur 
Achse parallele Streifen. Einer von diesen, 
der schraffiert - gezeichnet ist, habe den 
Abstand y von der Achse A A’, die 
Länge x und die Breite dy. 

Das Trägheitsmoment des Streifens ist: 


RE EN RTER EL L 
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Demnach erhält man als Trägheitsmoment des Dreiecks: 





h 
J=/y’xdy 2 
Es verhält sich, wie aus Fig. 64 ersichtlich ist, ne 1; und x 
a 
ist = Y. Man erhält: 
h h 
a Be pe are Er 
=/y ray=hly dy 
o 
h 
ei 
N an 





3 
Bezogen auf die Achse A A’ ist demnach J = — 


Beziehen wir nunmehr auf die Schwerachse, indem wir 
setzen: „=J—e&S, 
; 2 
hierin ist: e=-—h. und = 5 
3 2 
Setzt man dies ein: 


3 
Js 1 9b. ET 


Endlich bezogen auf die Grundlinie a wird: 


2 

I=15,+08=1.+(}) S 
Be R h’such 1 & 
J=,zah anal 


Anhang. 


Anschließend an einzelne der bisher behandelten 88 1—26 soll 
der Anhang dazu dienen, solche Gedanken und Aufgaben zu er- 
läutern, die für den Zusammenhang der bisherigen Betrachtung zwar 
nicht notwendig, aber doch so interessant erscheinen, daß sie nicht 
übergangen werden sollten. So wird beim ersten Studium der Leser 


Zu $ 2 u. 3. Koordinatentransformation u. Polarkoordinaten. 119 


bei einzelnen Dingen nicht unnötig aufgehalten; doch wird es 
nützlich sein, zur Erweiterung und Festigung der erworbenen 
Kenntnisse sich des Anhangs zu bedienen, bevor man den II. Teil 
— die Differentialgleiehungen — in Angriff nimmt. 


Zu$82 und $ 3. 


Koordinatentransformation und Polarkoordinaten, 


Die Einführung neuer Koordinatensysteme ist in vielen Fällen 
von Wichtigkeit. Die Lage der Koordinatenachsen ist ja an sich 
beliebig, doch ist es ersichtlich, daß es für jede Kurve eine zweck- 
mäßigste Lage geben wird. 


Wir hatten beispielsweise die Gleichung der Hyperbel (vergl. S. 14 


2 2 
Fig. 13) für die X- und Y-Achse abgeleitet zu 3-5 1. 

Wir wollen uns jetzt — der Koordinatenanfangspunkt bleibt 
ungeändert — die Achsen um einen bestimmten Winkel & gedreht 


denken. Das neue Koordinatensystem habe die Achsen 7 und 3. 


Die Koordinaten des Punktes yY 
P mit Bezug auf das neue System p 
sind & und 7. Man erhält dann: 7 
Ei 





xz—=£&coa — nein 

y=$sine-+ncoa. 

Diese Ableitung ergibt sich 
direkt unter Ansehung der 
Fig. 65. 

Betrachten wir einmal die 
gleichseitige Hyperbel, deren 
Asymptoten mit der X- bezw. Fig. 65. 

Y-Achse den Winkel 45° bilden, 

so können wir die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel leicht auf 
die Asymptoten umrechnen, wenn wir in der obigen Ausführung den 
Winkel & — 45° setzen. 


| 1 1 
W halten: == - — = 
ir erhalten 5 : V; 1; 
u 1 1 
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Hieraus folgt: x+y=25 v; undx—y=—2n Vs 

Nach 83 8.16 galt aber für die gleichseitige Hyperbel x? — y®—a?. 
Bilden wir x-+y)(x— y), so wird —2&n=.a? die Gleichung 
einer gleichseitigen Hyperbel, bezogen auf die Asymptoten als 
Koordinatenachsen. Die in $ 2 Fig. 5 gezeichnete Kurve des 


Mariotteschen Gesetzes wird das Stück einer Parabel sein, wir 
NER 
brauchen nur &=p und n=v sowie ar zu setzen, so haben 


wir p.v=1. Das negative Vorzeichen wird positiv, wenn wir in 
Fig. 65 das neue Achsensystem &, 7 nach rechts drehen, d. h. um 
den Winkel — a. 

Das Prinzip der rechtwinkeligen 
Koordinaten ist gegründet auf zwei 
Systeme paralleler Geraden; jedes 
andere ähnliche System ist diesem 
gleichwertig. In vielen Fällen haben 
sich Polarkoordinaten als nutz- 
bringend erwiesen. Man benutzt ein 
System konzentrischer Kreise und 
ein System von Geraden durch ihren 
Mittelpunkt. Zu jedem Punkte der 
Ebene gehört ein bestimmtes r und 

Fig. 88. ein bestimmter Winkel @ (Fig. 66). 

Es gehört zu P, „r, und 9,“ zu 

P, „rz und 9“ (9 =9,). Zwischen rechtwinkeligen und Polar- 

koordinaten bestehen, wie aus dem Dreieck OP @ folgt, die einfachen 
Beziehungen: 





1: X=L!C08Y; y=Lrsinp 
2. KamlyP re, 
Zus 3. 
Gemeinsame Gleichung für Ellipse und Hyperbel. 
Raumkoordinaten. 


Wir stellen die Aufgabe: die Summe oder die Differenz der 
Entfernungen eines beweglichen Punktes P von 2 festen Punkten 
F und F‘ soll konstant sein. Gesucht werden die Gleichungen der 
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Bahnkurven, die der bewegliche Punkt P beschreibt. Die veränder- 
lichen Entfernungen von F und F’ seien r und r‘. Ihre Summe 
oder Differenz soll konstant sein, bei- 
spielsweise — 2a. Da die Differenz zweier 
Entfernungen negativ sein kann, wird man 
4 2a und — 2a ansetzen müssen. Es 
wird demnach eine Gleichung gesucht, 
die der Bedingung genügt: r+ r!’—= + 2a. 
Genau genommen hat die gesuchte Glei- 
chung demnach folgende 4 Bedingungen zu erfüllen: 





r+ rt —22a=0 (a) 
r— rt —22a=0 (b) 
r— rt’ +2a=0 (c) 
r+-r+2a=0 (d) 


Die Gleichung wird also eine so allgemeine Form haben müssen, 
daß, wenn man sie auflöst, den vier gestellten Bedingungen Ge- 
nüge geleistet ist. Dies wird immer dann der Fall sein, wenn die 
Bedingungen a bis d gleichzeitig die vier Lösungen der Gleichung 
darstellen. | 

Wenn wir die linken Seiten der vier Gleichungen miteinander 
multiplizieren, so erhalten wir ein Produkt, daß stets gleich Null 
wird, wenn auch nur einer seiner Faktoren gleich Null ist. Daher 
ist die allgemeine Gleichung, die den 4 Bedingungen gleichzeitig 
genügt: . 

(e-- 7 —2a)r + 2a)r—r — 2a)(r—r 422)=0. 

Hieraus wird: 

[((r + r‘)? — 4 a?]. [(r — r'), — 4a?] = 0 
und dies ergibt: 
(? — 1? —8a? +- rd) -16at=0 ... (M) 

Drückt man jetzt r und r‘ durch 
die Koordinaten aus, indem man 
den Abstand derbeiden festen Punkte 
F und F’ mit 2e bezeichnet und 
den Koordinatenanfangspunkt in 
die Mitte der Sti&cke F F‘ legt, 
so findet man für einen beliebigen 
Punkt P, dessen Koordinaten x, y 
sein mögen (Fig. 68): 
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Eee 
? = (e— x)’ + y”. 
Hieraus folgt: 


?r+?=2@?+-y?+e) ? —r?—=—4ex. 

Setzt man diese Werte in Gleichung 1 ein, so wird nach 
einigen Umformungen: 

16 (a? — ®)x + a? y? — a? (a? — ed] = 0. 

Bringt man a? (a? — e?) vor die Klammer, so erhält man die 
Gleichung: 

2? 2 
ti). 

Wir dividieren beide Seiten der Gleichung durch 16 a? (a? —e?). 
Den Fall, daß 16a? (a? — e?)—= 0 wird, lassen wir außer Betracht, 
da er für unsere Aufgabe keine Bedeutung besitzt. (Es würde 
dieser Faktor dann gleich Null werden, wenn a=e resp. a® — ®—0 
ist — dies bedeutet aber, daß der Punkt P der Fig. 67 in die 
Gerade AB hinein fällt.) Wir machen vielmehr in der Lösung zur 
Bedingung, daß a stets größer oder stets kleiner als e sein soll. 
Unter dieser Voraussicht setzen wir den Klammerausdruck [ ] = 0 
und erhalten als gemeinsame Gleichung der in unserer Aufgabe 
gestellten Bedingungen: 

x? y? 
a? a? — e? 

Wir definierten nun die Ellipse als den geometrischen Ort, für 
den die Summe der Entfernungen eines beweglichen Punktes von 
zwei festen Punkten konstant sein sollte. Für die Hyperbel galt 
das Gleiche für die Differenz der Entfernungen. 

Den Unterschied in unserer gemeinsamen Gleichung für Ellipse 
und Hyperbel erkennt man am leichtesten in Analogie mit dem 
Dreieck. 

Die Sum me zweier Dreiecksseiten ist stets größer als die dritte, 


=1. 


also r4-r>2e 
die Differenz kleiner als die dritte 
r— r’<T2e. 


1. Ist 24>2e, so kann 2a nur die Summe der Entfernungen 
bedeuten, wir haben die Ellipse: 
r-r= 2a. 
Die Lösung r+-r=— 2a ist unerfüllbar, da die Summe 
zweier Seiten nie negativ sein kann, 
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2. Ist 22 <2e, so kann 2a nur die Differenz der Entfer- 
nungen bedeuten und 

r-’—-2a 

oder r— = —2a 


| gilt für die Hyperbel, 


(Eine Differenz kann sehr wohl negativ sein.) 


Setzen wir in der gemeinsamen Gleichung a? —-e?—b?, so 
haben wir für die Hyperbel einen negativen Wert zu setzen, weil 
bei ihr e? größer als a? ist. Wir können dann schreiben: 


a 
als Gleichung der Ellipse und 

x? y? 

ab cahe ce, 


als Gleichung der Hyperbel, wie bereits in $ 3 gezeigt ist. 


Kurzer Hinweis auf die analytische Geometrie des 
Raumes, | 


Um einen Punkt im Raume zu bestimmen, wird ein räumliches, 
am einfachsten ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde ge- 
legt. Es besteht aus 3 
aufeinander senkrechten 
Ebenen, die sich in 3 auf- 
einander senkrechten Ge- 
raden schneiden. Diese 3 
Geraden wiederum schnei- 
den sich in einem Punkte, 
der zugleich der Durch- 
schnittspunkt der 3 Ebenen 
ist und als Anfangspunkt 
des Koordinatensystems 
wieder mit OÖ bezeichnet Fig. 69, 
wird. 

Die 3 Schnittgeraden heißen die Koordinatenachsen X, Y 
und Z, die 3 Ebenen die Koordinatenebenen, und zwar die X Y- 
Ebene, die YZ- und die XZ-Ebene. Um die Lage unseres be- 
liebigen Punktes P im Raume gegen dieses System festzulegen, 
denken wir uns durch P drei Ebenen gelegt parallel den Koordi- 
natenebenen. Hierdurch entsteht ein rechtwinkeliges Parallel- 
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epipedon, von dem 3 Ecken auf den Koordinatenachsen liegen, es 
sind die Punkte A, B, C. Ist die Lage dieser 3 Punkte bekannt, 
so ist auch die Lage des Punktes P bestimmt. A, B und C be- 
stimmen sich aber durch ihre Entfernung x, y und z vom Koordi- 
natenanfangspunkt OÖ. Man nennt x, y und z die rechtwinkeligen 
Koordinaten von P. Zur eindeutigen Bestimmung werden noch die 
positiven Richtungen festgesetzt, entsprechend den Pfeilrichtungen 
der Figur. Zur Konstruktion des Punktes P ist nicht die ganze 
Figur erforderlich. Wir bestimmen durch x und y in der X Y- 
Ebene den Punkt D, errichten in ihm ein Lot und machen dies 
gleich z, so ist sein Endpunkt P. Man nennt D auch die Pro- 
jektion von P auf die X Y-Ebene. Man kann auch A, B und © 
als die Projektionen von P auf die 3 Achsen definieren. 

Gegeben sei ein Punkt durch seine Koordinaten x, y, z. Ge- 
sucht wird die Entfernung r des Punktes P vom Koordinatenanfangs- 
punkt O. 

Dreieck OAD ist rechtwinkelig bei A, also 

0oM—x?-1y? 
Dreieck ODP ist recktwinkelig bei D, also 
?—0D?4DP? 
2x? y24122 
also r=yx?2+y? 128. 

Gegeben sei ein Punkt P durch seine Koordinaten x, y, z. 

Gesucht sind die Winkel, die seine Verbindungslinien zum An- 
fangspunkt mit den 3 Koordinatenachsen einschließen. 


Man findet z. B.: cosy—=+Y1— cos®« — cos? ß. 


Zu 85. 


Reihenentwickelung für e und ey, 


Die Reihenentwickelung der Zahl e vergl. S. 23 werde mit 
einer anderen wa Me 


yt 
— + —— m 
es; ni; 73. 01,2.9,.0 U 


verglichen. Wir wollen zeigen, “ letztere Reihe = eY ist. Für 
y=1 und y=0 sehen wir sofort, daß die Gleichung gilt. Es 
ist nämlich: 
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1 ;! 1 
.. zur » Zi re RER RERRNE — 1 
Bey | 5 Bass also e=e!l , (1) 
Dr y—0 it 4 +... also 1 — on ra 2) 
Zum vollen Beweise nehmen wir noch eine zweite Reihe hinzu: 


Z zu zB 
" a may 7B) Tea 10 2:58 Are 
Wir bezeichnen = Reihe mit f(z) und die y-Reihe mit f(y). 
Wir multiplizieren beide Reihen miteinander, indem wir die ent- 
stehenden Produkte geeignet untereinander schreiben. Wir erhalten: 


EN % ne 

fy). f)=1-+ 1 mot (f(y) multipl. mit 1) 
Z 2 yez | Z 

1 | 1 BA e „ „ -) 











e 22? / z2 
ee ee 735) 
z? 2? 
PETE ( z 155) 


Z a z + 2? 
u, = ee le ne 
Danzer 2 
a NEN IS 


Wir erhalten also: 


u Bra 


d. h. dieselbe Reihe, nur ist (y + z) an Stelle von y getreten. 
Wir können das Ergebnis durch die Gleichung ausdrücken: 
ER EIZı —E (vr ezieere, . ESBe e(5} 
Wir nennen sie eine Funktionalgleichung., Aus Gleichung 2 
und 3 folgt: 
ner San) 
1 
und f—y)= IT; 
Negative Werte von y sind dadurch auf positive zurückgeführt. 
Aus Gleichung 3 und 1 folgt: 
fm) =f(1). fm — 1)=ef(m — 1), 
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wenn f(1) die Reihe für e bedeutet. Für e.f(m—1) setzt man 
ef(1).f(m — 2) und erhält e®f(m — 2). Setzt man das -ent- 
sprechend fort, so wird: 
f(mM)=e®.ffm—m)=e®,f(()=e® .1. 
Die Reihe f(y) — wir setzen für m jetzt y — ergibt also 


tatsächlich den Wert eY und zwar, wie man nachweisen kann, für 
jedes positive oder negative, für jedes rationale und irrationale y. 


Zu $ 10. 
Der Differentialquotient der Exponentialfunktion 
und des Logarithmus auf Grund der Reihenentwickelung. 


Der Differentialquotient von y = e* soll noch von einem anderen 
Gesichtspunkte berechnet werden. Wir wissen — vergl. S. 124 —, 
daß 


x x? x3 
ne = RE 000 PR 
VER we 
Wir bilden: 
y4 Jy=ertäxz or, od) Fe 


Für e4x schreiben wir die Reihe: 


ERS ERS 
He Se 





Also: 
x)2 3 
ee ratras AR 


Wir subtrahieren Gleichung I und erhalten, da rechts dann 
e®.1 fortfällt: 











2, Ta (Alt, (029 
ee; + N 


und hieraus: 


N. «| -— +] Ei 


Läßt man 7x unendlich nr werden, so folgt: 
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Diese Bestimmung setzt nicht 
die Ableitung des Logarithmus 
voraus. Mit Hilfe der Reihe läßt 
sich die Kurve der Exponentialfunk- 
tion y= e* zeichnen. Fig. 70 stelle 
dieExponentialkurvedar. Wir wählen 
einen beliebigen Punkt P der Kurve 
mit den Koordinaten x und y. Die 
an diesen Punkt gelegte Tangente PB 
bilde mit der X-Achse den Winkel 
9. Wir nennen das von dieser 
Tangente und der y Koordinate auf 
der Abszissenachse abgeschnittene Stück S die Subtangente. 





Fig. 70. 


Aus dem rechtwinkeligen Dreieck folgt: tgp — 2. 


Andererseits können wir für den Tangens nach $ 8 auch setzen: 


dy “14 { edv My 
ie tgg. Somit wird der rs 
Die Gleichung der Exponentialkurve war aber y=e*, also 
dy 
Ag ze y 
Somit wird: y —=5 d. h. die Subtangente S wird —=1. Die 


Exponentialkurve hat die ausgezeichnete Eigenschaft, daß die Sub- 
tangente fortgesetzt —=1 ist. Auf dieser Eigenschaft beruht auch 
das außerordentlieh steile Ansteigen der Kurve mit wachsendem x. 

Da uns bekannt ist, daß die Funktion y=Inx nichts anderes 
ist als die Umkehr der Exponentialfunktiin x=eY, müssen wir 
von dieser aus sofort die Ableitung des Logarithmus geben können. 
Wenn x=eY, so ist nach dem vorher Gesagten: 


dx 

dy == ey NIC. 
Aus der Definition des Differentialquotienten als Grenzwert eines 
wirklichen Quotienten folgt: 


mL; 
dyemdxı 2X 
y 


Dasselbe Resultat, das wir in $ 10 S. 49 (nur umständlicher) ab- 
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geleitet haben. Was bedeutet es geometrisch’? Der Differential- 
quotient wird — für x = © — 
Y dy 


32 —_ also —W; 


Es sagt nichts anderes aus, 
als daß mit wachsendem x, während . 
die logarithmische Kurve (Fig. 71) 
ansteigt, die Neigung der Tangente 
gegen die X-Achse immer kleiner 
wird. Die Kurve muß sich also 
immer mehr abflachen. 

Wir wollen nunmehr eine inter- 
essante Aufgabe verfolgen. Wir 
betrachten die Briggischen Loga- 
rithmen unter Kenntnisnahme von 





Fig. 71. 


$ 5. Nehmen wir y=logx, so ist 107=x und ER = 107’1n 10. 


dy 
x E dy 1 E 1 
RE x1n 10. Daraus folgt wiein $ 10: I Basta Für an 
hatten wir bereits in $ 5 gefunden: m = a = 0,43429. Wir 


wollen nun mit Hilfe der Logarithmentafeln verfolgen, wie der Über- 
gang des Differenzenquotienten inden Differentialquotienten erfolgt. Wir 
entnehmen der Logarithmentafel: Für x — 500, ist log x = 2,69897. 
Bezeichnen wir die Werte: 
550 540 530 520 510 501 
mt s- Ax s- 1x s+ Ax st A x st Ax + Ax 
die zugehörigen Werte von y mit 


ytTAyy{Ayy)t Ay :.. 0.0.0.0 


so erhalten wir z. B. 
y-+ Ay 274036 als Logarithmus von 550 


und we 2,0980, » vn DON 
Es ist also _4y = 0,04139 für AZ 
Genau so werden %y, Ay.... für x=4, Ax=30 u 
berechnet. 
Wir erhalten: 
Ay 0 I 








A, x 50 
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Ay __0,03342 


























Ay— 0,0332 7 = = 000083 
A,y — 0,02531 re u nn — 0,00084 
A,y = 0,01703 a e Se — 0,00085 
A, = 0,00860 = = a — 0,00086 
Ay = 0,00087 Ei — __ — 0,00087. 


Den wahren Wert des Differentialquotienten, ebenfalls berechnet 
auf 5 Stellen, finden wir nach der Formel: 
dy 043429 0,43429 
Bea. 00 —— 7. 
dx x 500 u 
Diesem wirklichen Werte strebt unser Differenzenquotient immer 
mehr zu; für /x = 1 unterscheidet sich der Differenzenquotient 





5 \ ) 
bereits um weniger als gs vom Differentialquotienten. 


06 
Man berechne dieselben Größen für 
x=800, x<4+ 1x=8% .. 870, 850, 830, 810, 805, 801. 





A dy 0,43429 
Es wird RESTE — 0,00054. 
Zus 23: 


Fläche einer Ellipse und eines Sektors der gleich- 
seitigen Hyperbel. 


Aufgabe 182. Gesucht die 
Fläche eines Ellipsen - Quadranten. 

Die Halbachsen der Ellipse 
seien a undb. Man vergleiche $ 3 
Seite 13. Der Punkt P der Ellipse 
habe die Koordinaten x und y. 
Einer der unendlich vielen Streifen, 
in die man sich wie immer die 
Fläche zerlegt denkt, hat den In- 
halt ydx. 


Kohlrausch. 9 





130 Anhang. 


Die Gleichung der Ellipse ist: 
2 yp 
—+-—=1. 


Demnach ist: 


Die gesuchte Fläche S ist: 


= [ron fan 


Für x können wir, wie aus Fig. 72 folgt, setzen 
x=asing, demnach dx=acospdy. 


Es wird: 
S —b /Vı — sin?pacspydp—= ab / cos? pdg. 
Durch Eintritt der Winkelfunktion müssen die Grenzen sich 
geändert haben. x sollte sich ändern von Obisa. Fürx=asing 


; a i ; a x 
tritt als Veränderliche ein: sin 9=—. 
a 


Setzen wir x=0, so wird sinp=0, also 9=0 und für 


i TC 
x=a, wird iny=——1, also Ps: 


Die Grenzen für @ sind demnach O und >. 











2 2 
ih 
aeg Dept pe y Lu LER 
Ö öÖ 
"5 dp+ 002 9d9=") Pen Ü 
0 0 i 
Ss > ei + 00). Es ist sin 77 = sin 1800— 0. 


SE eb T- (Vergl. Trigonometrische Formeln). 
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Wir erhalten also für die Ellipsenfläche, welche das vierfache der 
berechneten Fläche ist: E=a.b.nz. 


Aufgabe 183. Ge- 
sucht der Flächeninhalt y 
des Sektors OA.A’ einer 
gleichseitigen Hyperbel, 
deren Halbachse OC —=1 


sein soll. | 

Die Gleichung einer dh? 
gleichseitigen Hoyperbel dd D « 
intel: x7 — y: —1 | a x 
(a? — 1 gesetzt). Zur Ver- Ä e N 1 
einfachungder Rechnung € 
ersetze man die recht- 
winkligen Koordinaten 
durch Polarkoordinaten 
(s. Anhang S. 120). Die 
Koordinaten der Punkte Fig. 73, 
A und A’ seien r und 
a, bezw. r und — a. Dann wird y=r.sing und x=[r.c080; 


ferner geht die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel über in: 





d) 


1? (cos? & — sin?a)=1 oder ? —= 


cos 2% 


vergl. Trigonometrische Formeln. 
Zur Berechnung der Fläche 
OAA’=9g, wo g@ die schraffierte 
Fläche der Fig. 73 bedeutet, d. h. 
— 2«, untersuche man, wie der 
Inhalt einer beliebigen von einer 
Kurve und den zugehörigen Polar- 
koordinaten begrenzten Fläche zu 
berechnen ist (Fig. 74). 
AA, sei eine beliebige Kurve; 
A, habe die Koordinaten r,, 8; A 
r,a. Läßt man & um d«& wachsen, Fig. 1. 
so wächst r um dr; der Inhalt des 
unendlich kleinen Dreiecks OBA ist nach dem Sinussatz: 





= r(r—dr).sin(de). Bilde man die Summe sämtlicher unend- 


9* 
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lich kleinen Dreiecke innerhalb der Grenzen & = bis « =, so 
erhält man durch diese Integration den Inhalt des Flächenstücks 





DAA,O. 
Danach ist: 
1 sin (d«) 
= [Fre tan, ir. > '- (II) ö 
ea=Bß 
Da d« unendlich klein ist, kann man den Sinus d« gleich 
sin (d@) 
dem Bogen setzen, also FT re 2 


Somit ist: 


9-4 [re +anda=4 [ie .datr.dr.de) 
ß 


Im Klammerausdruck soll zu einer unendlich kleinen Größe 1. Ord- 
nung eine solche 2. Ordnung addiert werden; letztere kann daher 
vernachlässigt werden. Also ist: 


4 [".20 2 


Wendet man diese Beziehung auf den vorliegenden Fall an, 
so haben wir zur Berechnung des Sektors OA A’ der gleichseitigen 
Hyperbel zu bilden: 


denn statt die Fläche von — « bis + «& zu nehmen, kann man sie 
zweimal von O bis & rechnen. 
Da nach der Polarkoordinatengleichung der Hyperbel 
i te 
r= ———, 18t: 
cos 2 
& 


de 
fe 2a Br A 
Ö 
Nun ist 


cos 20a =sin Be 20) —— hehe (U + a).co (ta); 


vergl. Trigonometr. Formeln Nr. 26. Also ist: 
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& 


Bus  unan) 
ee: (7-4 0).co (@+a) 


Dividiert man Zähler und Nenner mit cos? —_ a), so ist: 


da a(f+e) 
En), (=. 
ee 
N cos (+ a) 8 


T darf zugefügt werden, da der Differentialquotient einer Kon- 


stanten — (O ist. 


Ya] "aw(@+o) 
9=— were) da at (+ +) = — 


Danach ist: 


& 





& 


nte(i+e) a A 
0 





a 
RR 
Nach Einsetzung der Grenzen erhält man: 
9 Int (7+«) — Intg 7 u o)|. 
Es ist 1 — 45° = 1 und In1=0, also wird: 
1 TL 
gy=jzintg (T+e) NE Yardı, 
Nach der trigonometrischen Formel Nr. 10 ist 


1 tg. 
tg (45° 0)= ee 


Setzt man dies in Gleichung VI ein, und berücksichtigt, daß 


134 | Anhang. 


ga—=, wie aus Fig. 73 hervorgeht, so erhält man 


Erweitert man Zähler und Nenner mit x--y, so wird der 
Nenner x? — y?, d.h. =1. Daraus folgt: 


p=zin (x —+- y)? oder 
g=in(x<4y) .... .„ Sms 


Will man hieraus noch x bezw. y als Funktion von @ be- 
rechnen, so setzt man: x y= e®, 


Zu 8 25. 


Schwerpunkt einer Halbkugel und eines Rotations- 
paraboloids. 


Aufgabe 184. Bei der Berechnung des Schwerpunktes von 
Körpern haben wir statische Momente auf Ebenen zu beziehen. 


Das statische Moment eines Körpers ist das Produkt aus 
Volumen des Körpers und Abstand seines Schwerpunktes von 
der Ebene. 


Das Volumen der Halbkugel ist nach Aufgabe 176 — 2 8. 
19] 


Wir denken uns die Halbkugel 
in viele Scheiben zerlegt. Die schraf- 
fierte Scheibe (Fig. 75) habe den Ra- 
dius x, den Abstand y von der Ebene 





ZEREEREEEEEEREGDERDDDDDS 
% 25 


je NY e E und die Dicke dy. Br 
Der Inhalt der Scheibe ist dann 
Fig. 75. zux®.dy, und der Momentensatz gibt 
dann: 


r 
2 
sarın= [nwäyıy 


Es ist: x?!—=r1?’—y? 
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und — dies eingesetzt — wird: 





Wir erhalten: Nn=SZHr. N 


Aufgabe 185. Man berechne ge- 
nau wie vorher den Schwerpunktsab- 
stand des Rotationsparaboloids der 
Fig. 76. 

Der Inhalt ist aus $ 24 S. 110 
bekannt. Man findet: 





2 
Ben, 
7 3 





Fig. 76. 


Zu S 26. 


Trägheits- und Widerstandsmomentvon ]-und I-Eisen, 
sowie von Kreis und Halbkreis. 


Aufgabe 186. Trägheits- und Widerstandsmoment eines Winkel- 
und eines I-Eisens von gegebener Größe zu bestimmen, 


Aus Fig. 77 folgt: 











h h, h h, 
2 2] B: a. 
y’ % 
= I|yady— | ybdy=a ler 
h h, WAL Er. 
Ruf} EN 2 
ah’— bh,’ 
Nor 12 
a—=14cm 
bestehen J; = 16526 cm* 
h, — 25,0 cm W=1102 cm [ Resultat. 


h = 30,0 cm. 
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Aus Fig. 78 folgt: 


h h, 
a Bı 
ua 
= [y?Pady—2 | y’—dy 
h h, 
37 PR 


Resultat: J == 6300 em? W = 485 em?. 





Trägheits- und Widerstandsmoment eines T-Eisens bezogen auf 
die Schwerlinie. Nach Fig. 79 ist: 


an 


& Hr DTrY 
MY ANZANda 


el 


e, bedeutet den Abstand des Schwer- 
punktes von der X-Achse, und ist nach 








Ss 


H = $ 25 zu berechnen; daraus ergeben sich 
Bz dann e, und h. 
= a=1,bcm 
EB un = b= 13,5 cm 
ee, eher, 
vo H = 20,0 cm. 
Resultat: J = 2159 em. 
EENEHLRRAGLE 
e 


Aufgabe 137. Trägheits- und Widerstandsmoment des Kreises 
und Halbkreises zu bestimmen. 


+r 
ar J, = [y?zd y=rsinp 
Ik, N dy=rcsgpdyp 
Z=2TC0Sp 






Br 
3 
J= [rsin’p2reosprespdg 


2 


VEEEREEEZEEL 


J=2 rt [sin? po? pdg 


Fig. 80. 2 
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PLA 
Formeln: a 
1. sin29=2singpcosgp u (ET gay 
en _ sin2@ ö 24 
FT Zoos 5 
np J=rt/[sin?2pdgp 
4 cos? 5 
1 —cos2 5 
2 sin? = —— + BL 2 
us 1— cos4p 1-5 [u-ossgag 
an 20 Ö 
z x E 


DD 


ne ZZ 2 
Ir 4 
3. fer9-tin4g 1-5 [ag- [1949 
ö Ö 


DIS 
DIS 








4 
1=&(# unse) Es ist sin 27 = (0. 


ee 4 
Jr. ed 1 0,0491 d 


W=r* 





le 5 — 0,0982 d3. 


Für den Halbkreis ist nach Aufgabe 179 die Entfernung des 
| 4 r 
Schwerpunktes 7 = er 






a 


-r} 
Fi > 
> 





bi 


ya r* (3 — 5) — 0,108 r* — 0,006" 
. ö 9 TT r IN 





— 0,0235 d?. 


r — — — - 


Zweiter Teil. 


Differentialgleichungen. 


s 1. 
Begriff der Differentialgleichungen. 


Unter einer Differentialgleichung versteht man zunächst, wie 
schon der Name sagt, eine in Gleichungsform ausgedrückte Be- 
ziehung zwischen den Differentialen zweier oder mehrerer Veränder- 
licher und den letzteren selbst. 

Die einfachste Differentialgleichung für zwei Veränderliche lautet: 

AS SR a 3 

Im allgemeinen treten die Differentialgleichungen in etwas 

anderer Form auf, nämlich: 


anal. a 


welche offenbar aus I. durch Division mit dx entstanden sind. In 
diesem Sinne sind Gleichungen zwischen den Veränderlichen und 
ihren Differentialquotienten ebenfalls Differentialgleichungen. 

Vor allem sind in der Theorie der Differentialgleichungen 
wesentlich die Begriffe der unabhängigen und abhängigen Veränder- 
lichen, die aus der Differential- und Integralrechnung schon be- 
kannt sind. 

Eine gewöhnliche Funktionsgleichung z. B. 


a  tanns. 
in welcher x die unabhängige Variable ist, gibt in Auflösung nach y: 
w—lüizh 


wodurch die funktionale Abhängigkeit der Variablen y von x am 
deutlichsten hervortritt. 
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Die Auflösung oder Integration einer Differentialgleichung ge- 
schieht in ähnlicher Weise. Man sucht die in der Gleichung auf- 
tretenden abhängigen Variablen in ihrer funktionalen Abhängigkeit 
von der unabhängigen Variablen zu ermitteln. 

Im allgemeinen geht man zur Erreichung dieses Zieles zunächst 
darauf aus, aus den Differentialgleichungen eine gewöhnliche Funk- 
tionsgleichung zu finden, welche keine Differentialquotienten mehr 
enthält. Man hat insbesondere dafür zu sorgen, daß die Differential- 
gleichung in eine solche Form gebracht wird, daß die Integration 
durchgeführt werden kann. Die so umgeformte Gleichung heißt 
dann eine Integralgleichung. Die ganze Theorie der Differential- 
gleichungen besteht deshalb im wesentlichen in solchen Umformungs- 
methoden, die in $ 3—5 erläutert werden. 

Knüpfen wir z. B. an die Differentialgleichung I an, so kann 
sofort integriert werden. Man erhält: 


jt&$dx+/pndy=0, 
mit Berücksichtigung der Tatsache, daß die Integration von O eine 
beliebige Konstante C ergibt, denn der Differentialquotient einer 
Konstante war nach $ 9 gleich Null. 

Die beiden Integrale in IV sind nach den üblichen Regeln 
der Integralrechnung zu finden. 

Haben wir z. B. | 

sinxdx4-cosydy=0 .. ... . Wera 
so findet sich als Integralgleichung 
sinxdx + [eosydy=C 
oder — cox—+C, +siny+0G,=C. 
Hieraus wird: — cosx+sny=C0—0 —G,=(C, 
siny=c0sx-+ C,. 

Lösen wir diese Gleichung nach y, so wird nach $ 12 Seite 56: 

y=arcsin[csx--C,]. . 2 Fee 

Hiermit ist die gesuchte Abhängigkeit der Variablen y von x 
festgestellt. 

Ebenso wie man bei der Auflösung gewöhnlicher Funktions- 
gleichungen oft auf Kunstgriffe angewiesen ist, so gibt es in der 
Lehre von den Differentialgleichungen keine allgemeinen Methoden, 
nach denen man alle vorkommenden Differentialgleichungen inte- 
grieren könnte. 
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82. 


Einteilung der Differentialgleichungen. 


Um einen gewissen Überblick zu erhalten, teilt man die Differen- 
tialgleichungen in bestimmte Klassen. 

Ist zunächst nur eine unabhängige Variable vorhanden, 
so hat man totale Differentialgleichungen, auf deren Behandlung 
wir uns hier beschränken wollen. Sind im Gegensatz hierzu mehrere 
unabhängige Variable vorhanden, so spricht man von partiellen 
Differentialgleichungen. 

Außer der einen unabhängigen Variablen ist bei totalen Diffe- 
rentialgleichungen mindestens eine abhängige Variable nebst ihren 
Differentialquotienten nach der unabhängigen Variablen vorhanden; 
dann besteht nur eine Differentialgleichung zwischen den beiden 
Variablen. 

Sind in der zu behandelnden Aufgabe mehrere abhängige 
Variable vorhanden, so hat man auch mehrere Differentialgleichungen 
aufzustellen. Es müssen stets ebenso viele Differentialgleichungen 
wie abhängige Variable vorhanden sein. Man spricht demnach bei 
mehreren Variablen von einem System von Gleichungen oder 
simultanen Differentialgleichungen. 

Wir beschränken uns auf Gleichungen mit einer abhängigen 
Variablen, wie wir auch nur eine unabhängige Variable zulassen 
wollten. Man teilt diese wieder ein nach der Ordnung des 
höchsten Differentialquotienten, der in ihnen vorkommt. 


Die in $ 1 unter II genannte Differentialgleichung: 
dy 
OT IYN—I 


A id ; 
ist demnach von der ersten Ordnung, weil T= der erste Differential- 


quotient von. y nach x ist. 
Die Differentialgleichung: 


d d? 
HT HHFEN GE =... © 


ist von der zweiten Ordnung. Auf die Gestalt der Funktionen f 
und wird bei der Einteilung keine Rücksicht genommen, 

Ist jeder Differentialquotient nur mit einer Funktion von 
x, y oder beider multipliziert, dann heißt die Differentialgleichung 
linear oder vom ersten Grade. Kommen aber Produkte oder 
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Potenzen der Differentialquotienten vor, dann wird die Differential- 
gleichung von höherem Grade. 


Es ist z. B. die Differentialgleichung: 


day)’ d’y 
HE) tan... W 
2 
von zweiter Ordnung wegen Ei und vom zweiten Grade wegen 


d X " 


quotienten multipliziert sind, nennt man die Koeffizienten der Diffe- 
rentialgleichung. 


83—385. 
Methoden zur Lösung von linearen Differentialgleichungen 
1. Ordnung. 


SAD 
Methode der Trennung der Variablen. 


In der Differentialgleichung f(x)dx +-f(yJdy=0 ($1. I) er- 
übrigt sich die Trennung der Variablen. 


Bei einer Differentialgleichung der Form: 
ondax+fxJdy=0, Eee 


trennt man die Variablen in einfacher Weise, indem man setzt: 


dx dy 
Bee II 
TORTE) en 
Nun kann man wieder integrieren. Ist z. B. fx)=x und 
po(y)=a, so wird: 


3 ) . er 


Zu ua 
dx 1 
oder: fz42far=o 
Diese Integrale geben die Lösung: 
Inx—+ — Bath 


Hieraus wird: y=a(C—Inx). 
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Beispiele: 
dy 
1.a-—- +by=0 ady=—by.dx 
dx 
EREEBa. 
y a 
Durch Integration erhält man: 
ny=——x+0 
—_——x+(C0 C ade X 
und y=e era e6 
= SAAB —dx oder SB Sei 
a—cy a—cy b 





I -1/ax oder — en + [ax 
a—cy c a—cy b 
Die Lösung des Integrals gibt: 
1 x 
ee In(a—cy)= = —C. 
Also wird: 


c 
b b 
a—cy=e — 0,20 


c c 
Er Ce ER ) 


Sn —(, gesetzt, wird 


8 4. 
Methode der Substitution. 


Oft lassen sich lineare Differentialgleichungen erster Ordnung 
in die Form bringen: 
ee) a le a 


Man nennt eine solche Differentialgleichung eine homogene. 


Wir substituieren Z — t, wot eine neue unabhängige Variable ist. 
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Wir schreiben y=xt und erhalten durch Differentiation: 


dy=xdt-tdx. . . es 
Setzen wir dies in I ein, so wird: 
xdt—tdx 
N Se 
oder: dt. ._tt=fl) 2 
In andere Form gebracht: 
dx dt } 
ee ‚(149 


Durch Integration erhält man: 





Hieraus durch ren 
x (5-2) ne dt-+-C. 
Die Lösung des Integrals gibt: 
Inx—=1In( — 1) —Int+C=In Nie: 0 


Setzt man C=1n C“, so wird: 


Inx = In a 








Man erhält: 0 
Setzt man den Wert von t— Z, so findet man: 
ee 
i (2% ; 
und hieraus: Ve 


womit die Integration der Differentialgleichung I geleistet ist. 
Eine verwickeltere ee: 1. Ordnung ist folgende: 


AO +t@). ytYyW=0 ....W 
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Sie wird ebenfalls durch Substitution gelöst. Man setzt: 
Wa Av: N. 
wo u und v unbekannte Funktionen von x Badanten, 


Die Differentiation von FE 2 nach x ergibt: 
dy du 
Ferch. ...::.@ 
Setzen wir dies in er 1 ein, so erhält man: 


wolatr: Te) +r@.n. on 2) 
oder: £ &.S 7, t®- ulv-+s, (Ei. = "I9@)=0 . (4°) 


Man en nun u in der Weise, daß 
du 
9. rum 0 ee er ee re IT 


wird, d. h. man integriert die Differentialgleichung und berechnet u 
als Funktion von x. 


Die Trennung der Variablen in 5 gibt: 








du f (x) 
er a a 
Die Integration liefert: 
f 
Inu=1InC’ — Hehe RE 2), 
1 


Hierin ist C—=1In C’ gesetzt. Man SRH 
N ee 
Inu— InC n er 
_) dx 
und erhält: u= (le ’ı® ER A te, 


Aus Gleichung 8 ist u als Funktion von x bekannt, und man 
kann den zweiten Teil der Gleichung 4°, der eine Differential- 
gleichung zwischen v und x darstellt, integrieren. 





Dieser zweite Teil EEE 
ou +90 EN Rt le, 
Die Trennung der Variablen Sn - 


Hi PK) 
TEN an er anal) 





oder nach Integration: 
Kohlrausch., 10 
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vw axtc. . a 


Setzt man die aus Gleichung 8 und 11 gefundenen Werte 
ein, so ist auch y=u.v als Funktion von x berechenbar und die 
Lösung der Differentialgleichung 1 somit gefunden. 


$ 5. 
Der „Integrierende Faktor‘. 


Die lineare Differentialgleichung: 
fx, y)d<to(z,y)dy=0.. rer 
wird folgendermaßen behandelt. Ihr Integral kann, wie es auch 
lauten möge, offenbar in der Form geschrieben werden: 
F.(xz, y) =. Se 


Differentiiert man diese Gleichung, so wird: 
oF(x,y) 0. Ey) Or 


Vergleichen wir I und III, so ist F(x,y) das Integral von 
I, wenn f(x, y) den ersten partiellen Differentialquotienten von 
F (x, y) nach x und 9 (x, y) den ersten partiellen Differentialquotienten 
von F(x,y) nach y bedeutet. Dies letztere ist aber dann der Fall, 
(da ja 





OR 
öxöy Oydx 
ist), wenn die Beziehung besteht: 
of&y) _I9Py&y) 
u er 8 x . . . . . (IV) 


Diese Gleichung ist die sogenannte Integrabilitätsbedingung 
für I. Lautet Gleichung I z. B. 


@ax+by)dx+(bx+2cy)dy=0, 


92ax-+by) d(bx-+2cy) er 
öy a x BurE 
Die Integrabilitätsbedingung IV ist somit erfüllt, und die In- 
tegration der Gleichung I gestaltet sich wie folgt. 
Wir definieren eine Funktion y als [t& y)dx, wo die In- 
tegration nur nach x auszuführen ist, so daß 


so ist: 
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ENT ei geag 157 Ai 


Dex | 
Wir wählen eine weitere Funktion xy in der Weise, daß 
ö 
ae Manni 
wo Y eine unbekannte Funktion ist, welche nur y enthält. Dann ist: 
PT U 
ara dray 
Wir bilden aus Gleichung V 
Ryv _OfRy) 





(VII) 





Rn BR 
Aus Gleichung VII wird daher: 
BGENRINE) 
x hüy v6 


Nun ist nach der Bedingungsgleichung IV 
ofsy) _9pPRy) 





oOy 0x 
und wir erhalten: 0x = 99% y) h 

Öx Öx 
Daraus folgt: DR y) 


Setzt man diesen Wert von x ein, so wird nach VI: 


7) 
1=9&= +7 
Hieraus berechnet sich die unbekannte Funktion Y zu: 


Y=9@n-5r worin v=/[t&y)dx ist. 


Bilden wir jetzt nach I und II die Funktion 


Fan /tanaxt+/|o&n — Kae dy, 


- 


so findet sich durch Differentiation: 


öoF 
Eee 
oF 
ande 


Hieraus ergibt sich aber, daß F(x,y) das gesuchte Integral 
10* 
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der Differentialgleichung I ist unter der Voraussetzung, daß die 
Integrabilitätsbedingung erfüllt ist. 

Wenn letzteres nicht der Fall ist, so muß man den sogenannten 
„Integrierenden Faktor“ aufsuchen. Dieser müßte jedoch mit Hilfe 
einer partiellen Differentialgleichung bestimmt werden, mit denen 
wir uns hier nicht befassen wollen. 


S 6. 


Stromkreis mit Widerstand und Selbstinduktion als technisches 
Beispiel einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung. 


In einem Stromkreise, dessen Widerstand durch eine Spule 
dargestellt wird, erreicht bein Stromschluß der Strom nicht sogleich 
seine volle Stärke, die ihm nach dem Ohmschen Gesetz unter Be- 
rücksichtigung des Ohmschen Widerstandes dieser Spule zukommen 
müßte. Diese Erscheinung wird dasurch hervorgerufen, daß zunächst 
ein Teil der Stromenergie zur Erzeugung eines magnetischen Feldes 
in der Spule verbraucht wird. 

Die Windungen der Spule beeinflussen sich gegenseitig nach 
dem Induktionsgesetz und erzeugen so eine elektromotorische Gegen- 
kraft, für die die Formel gilt: 

E=—n“®.10-° Vol 2 RE 
Hierin bedeutet n die Zahl der Spulenwindungen und ® die Zahl 
der in der Spule erzeugten Kraftlinien. 

Für diese gilt weiter die Gleichung 

=) .....0 00 
worin w den magnetischen Widerstand des magnetischen Kreises 
darstellt. Aus I und II ergibt sich: 

4rın? dd) 
E=— .— 
w dt 








4 2 Ä R } E 
en nennt man den Koeffizienten der Selbstinduktion und schreibt 





ihn abgekürzt L. Es ist also: 
dJ 


Earl an 
Die elektromotorische Gegenkraft der Selbstinduktion wirkt der 


an einen elektrischen Kreis angelegten elektromotorischen Kraft 
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entgegen. In einem Stromkreise mit dem Widerstande R und der 


Selbstinduktion L zeigt sich daher das Ohmsche Gesetz (3 =:) 


in folgender Fassung: 





E—L57 £ a 
1 ER oder | I x 
07 Fig. 81. 
LI rIR-E=0. m RGIRIASTHERN) 


Dies ist die Differentialgleichung eines Stromkreises 
mit WiderstandundSelbstinduktion, inderJ und t variabel 
sind. Zur Vereinfachung der Lösung führen wir in Gleichung IV an Stelle 

dx d(J)R—E) 


von JR-—.E eine neue Variable x ein. Da ferner ne 77 





—R a ist, können wir Gleichung IV, wie folgt, schreiben: 


dt 
Brdz 
Reden 
oder, indem man die Gleichung durch x dividiert, 
Ldx_ dt 
Ba Sa 


Die Integration ergibt: 
lee, und 


R 
R R R 
hı=— rt -H T,% == z:r0 

Es folgt dann, daß 

R 

-7t+0 
x—e ” —e ” .eC' oder, 
da e“: wieder eine Konstante ist, 
nt 


(ce. i 

Wir führen nunmehr für x seinen Wert JR—E ein und 
erhalten 
R 
-Z t 

JR—-E=(Ce (V) 

Die Konstante C bestimmen wir aus der Anfangsbedingung. Für 

t=0, ist auch J=0. Dies in Gleich. V eingesetzt, erhält man: 


—E=0.e=(C. 
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Für C diesen Wert in V eingesetzt, wird 


a nr: 


81-8). 2 En 


R 
Der Ausdruck 1 RE ist ein Zahlenfaktor und muß daher 


R 
“ [ . . . . .. nt 
dimensionslos sein. Dieses trifft für die Größe e L aber nur zu, 


wenn = die Dimension einer Zeit hat. 
L 
2]=m. 


Dre \ ' 
Man nennt R die Zeitkonstante des betrachteten Stromkreises. 


Die Gleichung VI kann noch in der Weise umgeformt werden, 
daß man an Stelle von = die Größe J, einführt. J, bezeichnet 


dabei den Maximalwert 
7 des Stromes, der erreicht 


£ wird nach vollständiger 
# Ausbildung des magne- 
9 tischen Feldes in der 
oe Spule, nachdem also die 
g elektromotorische Gegen- 
02 kraft der Selbstinduktion 


Rr . 

; E 5 3 7 verschwunden ist, und 
Fig. 8 im Kreise nur noch der 
| Ohmsche Widerstand 

wirkt. Im Gegensatz zu dem stationären Werte des Stromes J, 


nennt man J den Momentanwert des Stromes zur Zeit t. 
Es ist also: 
J 
—- —=1-—e!l.,. 


Jo 


R 
In Fig. 82 ist die Kurve = — e”L' als Funktion von 
0 e 


= t: dargestellt. 
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Die Kurve ist zur einfachen Lösung der folgenden Aufgabe 
erforderlich. 


Aufgabe: Ein automatischer Sender (Wheatstonesender) schickt 
durch eine Leitung über einen Morseapparat Stromstöße. Der 
Widerstand des Farbschreibers beträgt 550 Ohm, seine Selbstinduk- 
tion 8 Henry und der Widerstand der Leitung 950 Ohm. Zum 
Stromgeben wird eine Batterie von 24 Volt benutzt. Wieviel Zeichen 
dürfen in der Sekunde gegeben werden, wenn der Morseapparat 
noch sicher auf 10.10? Ampere anspricht. 


Der Höchstwert, den der Strom in der Leitung erreichen kann, 
beträgt: 
E 24 
ee TE 
R 550-- 950 
Die Stromstärke, die mindestens erforderlich ist, um den Farb- 
schreiber zu betätigen, beträgt laut Aufgabe: 


J = 10.10 -° Ampere. 


—=16.10-° Ampere. 


Dann ist: 


Zu diesem Wert von 7- gehört, wie sich aus der vorstehenden 
0 
Kurve ergibt, ein Wert für 
R 
T; b==A),d. 
Daraus folgt: 
L A 
a son. u sec 
Dieses t gibt die Mindestdauer eines Stromstoßes an. Wird 
schneller gegeben, so reicht die Zeit nicht aus, um J gegenüber 
der Gegen-E. M. K. der Selbstinduktion auf 10.10 -3 Ampere 


zu bringen. 

Jedem Stromstoß soll zum Zwecke der Zeichengebung ein 
gleich langer Zeitraum der Ruhe folgen, ehe der nächste Stromstoß 
einsetzen darf. Hieraus folgt für die Zahl der Stromstöße in einer 
Sekunde: 





1 1 


2t 2.0,00480 - 


T—— 
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87 
Verschiedene Formen der Integrale von Differential- 
gleichungen erster Ordnung. 


Die bisher behandelten Integrale von Differentialgleichungen 
erster Ordnung weisen sämtlich eine willkürliche Konstante C auf. 
Man nennt diese Integrale die allgemeinen Integrale der Differen- 
tialgleichungen. Erteilt man jedoch der willkürlichen Konstanten © 
einen bestimmten Wert, so erhält man ein partikuläres Integral; 
z. B. geht das allgemeine Integral der Differentialgleichung in 
$ 3 Seite 142: 


y=a(C—Inx) für C= i über in. das partikuläre: 


y=1—-ahs=he—hr=hn—. 


Hieraus folgt: x? e/==e, d. h. eine Lösung, die mit der in 
allgemeiner Form keine große Ähnlichkeit mehr zeigt. 

Man kann ferner das allgemeine Integral einer Differential- 
gleichung erster Ordnung immer in die Form ee 

fX,y,O=0 . - © 

Stellt man jetzt die Frage: Ist es möglich, C ni 3% E konstante, 
sondern als veränderliche Größe und zwar als Funktion von x,y 
zu betrachten und so zu bestimmen, daß die Gleichung I trobde 
erfüllt bleibt? Allerdings liegt eine solche Wahl des © im Bereiche 
der Möglichkeit. 

Wir brauchen die Gleichung nur partiell zu differentiieren (vergl. 
$ 15, I. Teil). 





Man erhält: 
u of9C OLD 
rt gar 
oder: 
ofdy 0Cdy] _ 
runtseatrnn] = 


Vermöge der Gleichung 7 auf S. 84: 





of 
AR a: 
dx ed 
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die immer besteht, wird 
ARE 
n zZ +5 öydx 
Es bleibt also nur noch die Bedingung: 
of 0C dy 
5C + Ti m 
übrig. Die eine Bedingung für Gleichung II 
Om OF AY 
öx in öy'dx => 
sagt nichts Neues, sie wird erfüllt, wenn d9C —=0, also C konstant 
ist, Dies wollen wir aber gerade vermeiden, weil wir sonst wieder 


(ID) 


das allgemeine Integral erhalten. Die zweite Bedingung 0 


muß somit unsere zu Gleichung I gestellte Frage lösen, daß nämlich 
C veränderlich gewählt werden soll. Löst man die Gleichung 


2 —0(0 nach C auf und setzt den für C erhaltenen Wert in 
Gleichung I ein, so erhält man eine Funktion zwischen x und y 
allein, also AN S KEN NIS ZADHE 


Diese Gleichung enthält keine willkürliche Kan mehr. Sie 
genügt den Anforderungen der Differentialgleichung I und liefert 
doch kein partikuläres Integral. Man nennt ein solches Integral 
ein singuläres. 


BESEERT S. 
Lineare Differentialgleschungen 2. Ordnung. 


Ss 8. 
Methode der Hilfsgleichung oder Variation der Konstanten. 


Die bereits am Ende von $ 7 angedeutete Methode, die Kon- 
stante als veränderlich zu betrachten, führt zur Aufstellung einer 
Hilfsgleichung. Durch Lösung solcher Hilfsgleichungen läßt sich 
die Methode für die linearen Differentialgleichungen der ver- 
schiedensten Ordnung erfolgreich verwenden. Die Methode soll all- 
gemein im folgenden abgeleitet werden. Weitere Methoden erübrigen 
sich, da den gelösten Differentialgleichungen der 88 9 — 13 ein aus- 
führlicher Text beigegeben ist. Gegeben sei eine lineare Differen- 
tialgleichung von der Form: 
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P.I+Q.y.—R. Re 


worin P, © und R Funktionen von x bedeuten, die wir nur der 
Übersicht halber nicht mehr wie bisher f (x), f, (x)... schreiben; es 
können P, © und R nämlich auch Konstante sein. 

Die rechte Seite „R“ wollen wir das absolute Glied nennen, 
weil es frei von der abhängigen Variablen und deren Differential- 
quotienten ist. 

Setzen wir die rechte Seite gleich Null, so wird 


d 
P.7+9Q.y=0 ee 


Diese Gleichung nennt man die Hilfsgleichung. Sie ist bei 
der Integration linearer Differentialgleichungen zuerst zu lösen. Man 
schließt aus ihr dann auf die Lösung der Gleichung I, d. h. mit 
absolutem Grliede. 


Die Trennung der Variablen gibt: 


Hieraus durch Integration: 


P 


denn P und @ bedeuten ja nur Funktionen von x. Die Lösung gibt: 


denn e® ist ebenfalls eine Konstante, 


ny-— (Lar-r@+G, 


Setzen wir diesen Wert von y bezw. den von = in die Hilfs- 


gleichung ein, so erhalten wir eine identische Gleichung 0 = (0, vor- 
ausgesetzt, daß C, konstant ist. Hieraus folgt, daß dies unmöglich 
die Lösung der vorgelegten Differentialgleichung I sein kann, denn 
diese soll nach Einsetzung der Werte nicht 0, sondern das absolute 
Glied R ergeben. Wenn wir aber C, oder einfach © nicht als kon- 
stant auffassen, sondern als veränderlich und zwar als Funktion von x, 
so kann man Ü so bestimmen, daß die Lösung unsere Differential- 
gleichung I befriedigt. 

y==0,0:2 
war die Lösung der Hilfsgleichung. Es ist: 

dy _ „de ®) 

Aero ax un 
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Setzen wir diese Werte in Gleichung I ein, so wird: 
(x) 
p. gs Da EL 
„ae @) 


= -- Q. eF(x) =——-(, 
Da C konstant ist, “e der Klammerausdruck [| ] —=0 sein. 


Wir wählen jetzt in der Hilfsgleichung y=C.eF® den Wert 
C als Funktion von x, dann wird: 








oder 6 We 


dy d(eF®) Bande 
dx ° dx \Rthek dx 
Unter Bene dieser Werte ehe Gleichung I: 
(2) 
nn BIO gm +8. Grare Re en 





x) 
öder: .|r en Na N ins 
Der Klammerausdruck [| |] ist wie oben bewiesen —0, also muß 
dc 
F( IR rn . . . . . 
P.eF« Koss Ra. (V) 


sein, d. h. wir haben © so zu wählen, daß diese Differentialglei- 
chung erfüllt ist. Es ist: 

easy 
dl = P . er@) 


und o-[3.4+ 0 

Das Integral sei Y (x), dann ist C= (x) + C, und die Lösung 
der Differentialgleichung ist: 

-WWHO)EN ..... (WM 

Die Methode, daß man die willkürliche Konstante der Hilfs- 
gleichung variabel macht, nennt man die Methode der Varia- 
tion der Konstanten. 

Die eben angestellte Betrachtung sei an folgendem einfachen 
Beispiel erläutert: 


Hierin sind P und © konstant, d. h. =1 bezw. =2 und R hat 
die einfachste Form einer Funktion, nämlich x. 
Die Hilfsgleichung ist: 
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an —2y=(, also I —2dx 
Durch Integration folgt: 
Iny=2x-+C. 
Also wird: Ne 9 


Dies ist die Lösung der Hilfsgleichung, worin C noch eine 
willkürliche Konstante bedeutet. Wir wählen nun © als Funktion 
von x und zwar so, daß y=(.e?* die Lösung der vorgelegten 
Gleichung, d. h. daß durch Einsetzen nicht 0, sondern x heraus- 
kommt. 


1 d y. Ben 2x 2x dc 
Wir erhalten ee C.2e?X—e Fe 
Setzen wir die Werte ein, so erhält man: 


0.2022 4 ex 2068 —x. 


Also: er x und dÜ=xe-?X.dx. 


Somit wird: G=kreni2dr 
Das Integral wird nach der Methode der teilweisen Integration 
(Teil I $ 21) gelöst: 
[u-dv=u.v— [v.du, 
worin x—=u und e-?22dx—=dy ist. 


Man findet: 
e-2x e-?x 2: 
‚e2-— ze dı=—>. on en 
—e-# (54) +0, 


Demnach ist die Lösung der Differentialgleichung 











d 
Fr —2y=x 
— e2X|__a-2x = 1 | 
Ye | e ( 3 - :) —C 
x 1 
oder 0. (54) 
Der Unterschied dieser Lösung gegen die Hilfsgleichung besteht 


darin, daß der Faktor — (5+5). d. h. eine ganze Funktion 


von x hinzugetreten ist. Dies hätte man voraussehen können. 
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Wir müßten in die Differentialgleichung einen solchen Wert 
der Lösung der Hilfsgleichung einsetzen, daß wir nicht 0, sondern 
eine ganze Funktion ersten Grades von x erhalten. Das ist der 
Fall, wenn wir dem Werte von y eine ganze Funktion von x zu- 
fügen, also y=C.,e?’®-«ax-+ £ schreiben. Setzen wir diesen 


Wert ein, so erhält die linke Seite der Gleichung für = den Zu- 
x 


d 
wachs en d. h. @, und für—2y den Zuwachs: — 2x — 2. 


Der Gesamtzuwachs beträgt &— 20x — 2ß und dies muß —=x 
sein. Wir bestimmen die Koeffizienten & und ß. 

Die Koeffizienten gleich hoher Potenzen müssen übereinstimmen, 
es wird: 


1 
—2c=1,d.h. ep) und — 1x —2$=x 


oder a=2ß; BR, 


Also ist die Lösung 
y-0.e3+axtg=0.082 2 7. 
Die Art dieser Lösung gilt allgemein, sobald das absolute Glied 
eine ganze Funktion von x ist. Wir brauchen nur der Lösung der 
Hilfsgleichung eine ganze Funktion desselben Grades zuzufügen, 


von der das absolute Glied ist, und die Koeffizienten zu bestimmen. 


89. 
Differentialgleichung der elastischen Linie. 


Unter einer elastischen Linie versteht man die Gleichgewichts- 
figur, die die neutrale Faser eines vollkommen elastischen Stabes 
(für den das Hookesche Gesetz gelten soll) unter Wirkung eines 
Biegungsmomentes annimmt. 

Es sei AB die neutrale Faser des Stabes, in der Spannungen 
nicht auftreten, und deren Lage vorläufig unbestimmt bleibt. Die 
oberhalb liegenden Fasern werden, wie Fig. 83 erkennen läßt, ge- 
dehnt, die anderen zusammengedrückt. 

Das Stabelement dx sei vor der Beanspruchung des Stabes durch 
die Last P von zwei parallelen Ebenen CC und C,C, begrenzt. 
Infolge der durch die Biegung auftretenden Deformation des Stabes, 
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bei der die weiter von der neutralen Faser entfernt liegenden Schichten 
stärker (und zwar proportional ihrem Abstand von dieser) bean- 
sprucht werden, als die näher gelegenen Schichten, wird nunmehr 
das Stabelement dx von zwei Ebenen begrenzt sein, die einen Winkel 


xy 





Fig. 83. Fig. 8. 


dg miteinander einschließen (vergl. Fig. 84). In einer Faser im 
Abstande n von der neutralen Faser herrsche die Zugspannung 0. 
Nach dem Hookeschen Elastizitätsgesetz gilt für die spezifische 
Dehnung & die Gleichung | 
= ——on, 2 a ee 
worin E als Konstante den Elastizitätsmodul des Materials und « 
den reziproken Wert von E, den Dehnungskoeffizienten, bedeutet. 
Das Gesetz besagt also nur, daß die Dehnung proportional der 
Spannung erfolgt. Die spezifische Dehnung & bedeutet aber anderer- 
seits das Verhältnis der Verlängerung A zur ursprünglichen Länge ]; 
unsere Länge des Flächenelementes würde mit dx anzusetzen sein, also: 


A 
ae et a TIaZ (II) 
KustQleichunk TmundsrEstal 
u eichung gt: Dr 
odx 
berg . . . . . . . (III) 


Bedeutet nun in Fig. 84 A die Verlängerung für dx und _ 
den Krümmungsradius der elastischen Linie (vergl. Seite 73), so er- 
gibt sich aus der Ähnlichkeit der entsprechenden Dreiecke: 
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ER Re a A IN.) 
oder A aus Gleichung III eingesetzt: Endx:g 


Daraus folgt: 
A ERLERNEN EN; 
Unter dem Biegungsmoment M, versteht man das Produkt aus 
dem Widerstandsmoment des Stabes (vergl. S. 79 Aufg. 133) und der 
Spannung o,, die in der äußersten Faser auftritt. Wir setzen: 
Mas Wacom KRELERNAE 
Nach $ 26 S. 117 wurde das ine: definiert als 
das Trägheitsmoment dividiert durch die Entfernung e, der äußersten 
Schicht. Es wird 
RA 





M, == oder 
& 
9 __ Mb 
7 . (VD 


Da sich nun, wie bereits eingangs erwähnt, die Spannungen wie 
ihre Abstände von derneutralen Faserschicht verhalten (wir beschränken 





die Betrachtung auf das lineare Spannungsverhältnis), so wird m rn 
1 
und damit auch 
EN, IL N, 
en d ET (VIII) 


d. h. der reziproke Wert des Krümmungsradius der elastischen Linie 
ist gleich dem Biegungsmoment dividiert durch das Produkt aus dem 
Elastizitätsmodul und dem Trägheitsmoment für den betrachteten 
Querschnitt. Für go war nach $ 13 S. 74 gefunden 


w| co 


d?y 
dx? 

Die Durchbiegung y ist im allgemeinen eine sehr geringe; entsprechend 
2 

wird u und noch mehr (2) als sehr kleine Größe neben 1 ver- 


nachlässigt werden dürfen. Es bleibt e = & 


dx? 
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Wir erhalten aus VIII nun die endgültige Gleichung: 
d?y ER) My 
URERT 
die man als die Differentialgleichung der elastischen 
Linie zu bezeichnen pflegt. 


.\ (IX) 





Aufgabe: Ein Träger aus Schweiß- 
eisen von kreisförmigem Querschnitt 
(d = 20 cm) ist an einem Ende so 
eingespannt, daß die freie Länge 1= 
200 cm beträgt. Der Träger wird durch 
sein Eigengewicht (G = pl) und durch 
eine am freien Ende angebrachte Last 
P=600kg auf Biegung beansprucht. 

Es soll erstens die größte Winkel- 
abweichung bestimmt und zweitens die 
elastische Linie (Linie der Durchbiegung) ermittelt werden. 


Lösung: Die a der fps Linie war: 


Br Mx dx) dx (1) 
d reg =z J a E 
darin bedeutet M, des Eh ch ) einen beliebigen 


Querschnitt (im Abstande x von der Einspannstelle), y die Durch- 
biegung an dieser Stelle, E den Elastizitätsmodul und J das Träg- 
heitsmoment des Trägerquerschnittes. 














‚dy 
ar — gi, den 





Der Ausdruck 








E. J 
die trigonometrische Tangente des Abweichungswinkels der neutralen 
Faserschicht von der horizontalen. Es ist nun festzustellen, wo 
diese Winkelabweichung am größten ist, und wie groß sie an dieser 
Stelle ist. Wir erhalten allgemein: 


eu [35 jüxode ne [M, dx an 


Um M, zu bestimmen, betrachtet man den Teil des Trägers 
rechts von dem Querschnitt bei x. Das Biegungsmoment M, setzt 
sich zusammen aus den Einzelmomenten der Last P mit dem Hebel- 
arm (I—x) und dem Eigengewicht p(l—x) der betrachteten Träger- 
—xX 





länge mit dem Hebelarm 
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Mithin ist M.=P(l— x)+p(l—x) 


Dies in Gleichung 2 eingesetzt, ergibt: 


E. Siga=/|r0—x +r52]ax 
Er 1—x)’dx. 
Wir setzen \—x)=z, dann wird da=—dx und dx 


—=—dz. Folglich ist: 
ua a El) rear 1)—+C, 


pP 
=— (1-2 20-2?+0 Me) 


Die Integrationskonstante C, bestimmen wir durch die Tatsache, 
daß tg«& an der Einspannstelle gleich Null ist. Für diese Stelle 
gilt x—=0. Folglich ist: | 

12 8 2 3 
ee oder =. En 
Setzt man diesen Wert für CO, in Gleichung 3 ein, so erhält man: 
Bun: 21 a et 
en taten © 


Von tg « soll der größte Wert gesucht werden. Er ist zweifellos 
dann vorhanden, wenn die negativen Glieder möglichst klein werden. 
Dies tritt für x—lein;; es werden dann die negativen Glieder gleich Null. 


Folglich ist: 
Maps er 12 
ee ee =:5 357, \%F + G). Es be- 


deutet G das Eigengewicht. 


Die Zahlenrechnung für die Werte: 1= 200 cm, E=2.10-$, 
J-7 22 cm 600.Kko und, = 200. 7,8..10m% 
—=490 kg ergibt für tg & max den Wert 0,000973, dem ein Winkel 
von 3° 22° entspricht. 

Die größte Winkelabweichung befindet sich also am Ende des 
Trägers, sie beträgt 3° 22. 


Kohlrausch. 11 
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Die nochmalige Integration der Gleichungen 2 (bezw. 4) ergibt 
den Wert der Durchbiegung y für einen beliebigen Wert von x. 
Wir führen die Integration aus und erhalten: 


ah t d 
TE DR Ri 


P 12 3 
| (ar Fan FH) 


oder 237 | |-30-»] a 1—x)?dx 
Blcacık 


Wir setzen wieder (— x)=z, dann wird daz=—-dx und 
dx=—da. 
Alsdann ist: 
Duuz® 1° 
EIy=— 57 d Pi d+ I 4+5)+G 


oder 
R kur 

B.Iy— ds? + 2x) +(>- rn Pr) = N ug: 

Die Integrationskonstante C, bestimmt sich dadurch, daß man 
y an der Einspannstelle gleich Null setzen kann. Für diese Stelle 
ist x—=0, also wird: 

Bl® Ban P1. 90% 
re RR RUFT C, oder C, 2, 0 94° 

Setzt man Ks di für C, in Gleichung 5 ein, so erhält 

man als allgemeine Gleichung für y: 





P PB pl PB pl 


oder umgeformt : 
x 
RD 1 (i Re 
=-37g 7x 4x(P+G)+61(2P-+-G)] (6) 


Setzt man in die Gleichung 6 die Zahlenwerte für die be- 
kannten Größen, E, J, p, P, G und 1 ein, so erhält man: 
x? (2,45 x? — 4360 x—+- 2,03. 10%) 
3770.10? 
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Man berechnet nun aus dieser Gleichung für eine Anzahl 
Werte von x (etwa fürx=0; 40; 80; 100; 120; 140; 160; 180 
und 200 cm) die zugehörige Durchbiegung y und erhält folgende 
Werte für y: 0; 0,0086 cm; 0,0341 cm; 0,0533 cm; 0,077 em; 
0,1046 cm; 0,1375 cm; 0,1745 cm; 0,216 cm. 


—>H/ 
0 202 30 % 50 60 0 80 %0 %0 10 720 730 70 750 750 70 1780 190 200 
.— EZ 7 \ 







2160.10“? 


Fig. 86. 


Trägt man diese Werte in ein rechtwinkeliges Koordinaten- 
system, dessen Nullpunkt die Einspannstelle des Trägers ist, ein 
und verbindet die für y erhaltenen Punkte miteinander, so erhält 
man die Kurve der elastischen Linie. Für das vorstehende Bei- 
spiel ist sie in Fig. 86 skizziert. 


8 10. 
Die Differentialgleichung der Seilkurve. 


Unter einer Seilkurve versteht man die Gleichgewichtsfigur, 
welche ein vollkommen biegsamer, unelastischer, an seinen beiden 
Enden aufgehängter Faden unter der Wirkung einer über seine 
Länge nach dem Gesetz qx—=f(x) verteilten Belastung annimmt, 
wobei qx die Belastung an der Stelle x bedeutet. Man kann 
sich die Belastung selbst durch eine Belastungsfläche dargestellt 
denken. 


Hat man z. B. zu einem durchhängenden Telegraphendraht, 
der außer dem Eigengewicht noch durch eine ungleichmäßig dicke 
Eislast beschwert ist, die zugehörige Belastungsfläche konstruiert, 
indem man die Ordinaten je nach dem Gewicht der Teilchen des 
Drahtes aufgetragen hat, so sei in Fig. 87 die zugehörige Seilkurve 
darunter gezeichnet. Man wird dann die Gleichung der Seilkurve 
aus den nachstehenden Betrachtungen abzuleiten haben. 


Fig. 87 zeigt die Belastungsfläche mit darunter gezeichneter 
Seilkurve. 


v8 
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Im Abstande x vom linken Ende der Belastungsfläche sei die 
Stärke der Belastung — q;. 

Die von der X-Achse abwärts gerechnete Ordinate sei y. Der 
Schnittpunkt der Ordinate y mit der Seilkurve sei C. Legt man in € 
die Tangente CF an die Kurve, so bildet diese mit der X-Achse 
den Winkel 9. 

Fig. 88 zeigt den Kräfteplan, mit dessen Hilfe die Seilkurve 
gezeichnet sein möge. O heißt der Pol und AB ist die Lastlinie, 
die durch das Aneinanderlegen sämtlicher Kräfte erhalten wird, die 
an der Belastungsfläche parallel nach unten wirkend zu denken sind. 


Kräfteplan ! 





Fig. 88. 


OA und OB sind die äußersten Polstrahlen, zu denen die 
äußersten Seilenden der Seilkurve parallel gezogen worden sind. Die 
weiteren Polstrahlen, die bei der Zeichnung der Seilkurve benutzt 
wurden, sind für diese Betrachtung belanglos und deshalb in der 
Fig. 88 als gelöscht gedacht. 

Der in Fig. 87 gezeichneten Tangente © F entspricht eine gewisse 
Seilspannung, deren Größe in Fig. 88 durch den parallel gezogenen 
Polstrahl OF dargestellt wird. Die Seilspannung o läßt sich in 
eine senkrechte Komponente V und eine horizontale Komponente H 
zerlegen, wie im Kräfteplan ersichtlich. Dem Winkel der Tangente 
CF mit der X-Achse entspricht im Kräfteplan der Winkel FOP 


= — 


Man findet 9 -— 20 


Geht man jetzt auf der Seilkurve von C nach D, also auf der 
X-Achse um die Strecke dx weiter und zieht auch in D die 
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Tangente DG, so entspricht dieser wieder eine Seilspannung, deren 
Größe durch den Polstrahl O G des Kräfteplanes dargestellt wird. 


Der Winkel g hat sich dabei um d g geändert. Da tg 9 = — u 
ist, wird aus Gleichung I: 
dya Vi 
das H 
oder für @ der kleine Winkel dg eingesetzt: 
le 
lan) -- .-.. 


Nun ändert sich H überhaupt nicht, während sich V, wie aus 
dem Kräfteplane entnommen werden kann, um das Gewicht des 
Belastungsstreifens vermindert; denn die Lastlinie ist bekannt- 
lich aus den Gewichten sämtlicher Belastungsstreifen gewonnen. 
Das Gewicht des Belastungsstreifens ist mit hinreichender Genauig- 
keit —=q.dx. 

Aus Gleichung II wird: 

2 
Hd &) —= — qxdx ode H 2 = — Ir: 

Dies ist die Differentialgleichung der Seilkurve Ist qx als 
Funktion von x gegeben, so findet man daraus die endliche 
Gleichung der Seilkurve durch zweimalige Integration. Dabei er- 
geben sich zwei willkürliche Integrationskonstanten und, da auch 
der Horizontalzug H des Seilpolygons willkürlich gewählt ist, so 
enthält die allgemeine Gleichung der Seilkurve 3 willkürliche 
Konstanten. 

Wir wählen als Beispiel den besonders häufigen Fall einer 
gleichmäßigen Belastung, wie er bei Telegraphenleitungen, Draht- 
seilbahnen und dergl. vorkommt. Ein Telegraphendraht, der 
zwischen zwei etwa 100 m entfernten Stangen ausgespannt ist, hat 
seine Eigenlast, zuzüglich einer im Winter bei Rauhfrost oder 
Schneefall ihm anhaftenden Eislast zu tragen. Dieses ganze Gewicht 
kann als über die ganze Länge gleichmäßig verteilt angesehen 
werden. Zwar ist die Eigenlast streng genommen der Bogenlänge 
und nicht der Abszisse x proportional. 





Der Draht wird aber ziemlich flach gespannt, so daß der 
Unterschied geringfügig ist. Auch der Biegungswiderstand kommt 
nicht in Betracht, der Draht kann vielmehr bei den großen Krümmungs- 
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halbmessern, die in Frage kommen, als ein vollkommen biegsames 
-Seil angesehen werden. 

In nebenstehender Figur be- 
deuten A und B die Stützpunkte 
des Drahtes. Sie sollen gleich hoch 
liegen. 

Der Koordinatenanfangspunkt 
liegt bei A, die X-Achse ist in die 

Fig. 89, Verbindungslinie A B gelegt. Ge- 
sucht wird der Durchhang, d. h. y 
im Punkte C, dessen Abszisse x ist. 
Wir setzen die Differentialgleichung der Seilkurve an: 
dey 
74 








wo q konstant ist und das Gewicht der Längeneinheit bedeutet. 
Eine einmalige Integration ergibt: 
dy 
Hz,=g9r0G 2 RE Ve 
Durch weitere Integration erhält man: 


2 
Hy=—4,+Gx+G%... . (IV) 


Dies ist die Gleichung einer Parabel. Zur Bestimmung der Inte- 
grationskonstanten führt folgende Überlegung. An beiden Stützen, 
d.h, fürx—=0 und x—=|], wird y—0. Auxz — 0 yes 
daß C,—=0 werden muß. Für x—=]1 erhält man: 
k l 
0=—gq gr Al oder G=45 
Setzen wir die Werte der Konstanten in die Parabelgleichung, 
d. h. in IV ein, so erhält man: 
BELFSERICES 
Ivy Zinn a 
Der größte Durchhang der Seilkurve liegt in der Mitte für 


x, man bezeichnet ihn als Pfeil f oder ymax: Es wird: 


Bu EN RE 
Ya ale nn s ı Ve (V) 
wenn Q=q.] die Gesamtbelastung des Drahtes bedeutet. 
Ist andererseits der größte Durchhang bekannt, so läßt sich 


H (der Horizontalzug des Drahtes) berechnen zu: 
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ER a 


Bei diesen Betrachtungen ist die Länge eines Bogenelementes 
ds=dx gesetzt. Diese Annäherung reicht in vielen Fällen aus. 
Betrachten wir ihre Beziehung näher, so finden wir aus Fig. 90: 


1s=yası+ ap Yax (1443) 
as=ax 14 (32). PILLEN BEL VER 


Bei einem flachen Bogen ist & überall ein sehr kleiner Bruch. 


dv\2 
Vernachlässigt man das Quadrat 22) gegen 1, so kann wie bisher 





in erster Annäherung ds —=dx und die zz — u dr 
ganze Länge des Bogens, die mit S bezeichnet | | 
sei, gleich dem Abstande der Stangen, also — ], 
gesetzt werden. 

In manchen Fällen will man aber gerade 
den Unterschied zwischen Bogenlänge und 
Stangenabstand kennen lernen, dann entwickelt Ndz 
man zweckmäßig die Wurzel nach dem bino- 
mischen Lehrsatze (vergl. $ 3a Aufgabe 5): 


E 





15% 1 © 7)’ 1 (‘ r)* 
a alas 


Man wird das dritte Glied gegenüber dem zweiten bereits ver- 
nachlässigen können und für: 


1 & y)' 
nunmehr axlı+} 3E 
schreiben. 

Aus Gleichung III findet man für nn 


ame. qq RN ) 
Formentera 
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Setzt man dies in Gleichung VII ein, so wird: 
l ) 
ds=dx l1+ Sure —xX | 


Eine einmalige Integration ergibt für die Bogenlänge S unter 
Berücksichtigung der Grenzen O und |: | 


Ö 
| 
10° ( x? =) 
ST it om an 
() 
R iq 1 13 ) 
ee 
Bei elite: 6 4 
al 
g213 
B=eltage nn 
Setzt man für H den Wert aus Gleichung VI ein, so wird: 
13 Be 64 f? 
1 
an ee QE2 
gf. 
OENB 
"no en 2 


Mit Hilfe dieser Näherungsformeln lassen sich wichtige Auf- 
gaben lösen. Es läßt sich beispielsweise der Einfluß berechnen, 
den eine Temperaturänderung des Drahtes auf die Größe des 
Durchhangs f und damit auch auf den Horizontalzug H ausübt. 
Der Draht wird sich nämlich mit steigender Temperatur ausdehnen, 
die Spannung o im Drahte (also auch H als Komponente in hori- 
zontaler Richtung) wird kleiner werden. Läßt aber die Spannung 
nach, so wird auch die elastische Dehnfähigkeit kleiner werden, 
als nach dem aus $ 8 dieses Teiles bekannten Hookeschen Gesetz 
zunächst vorausgesetzt wird. Diese Betrachtungen bedürfen jedoch 
eingehender besonderer Ableitung. 
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$ 41. 


Differentialgleichung eines schwingenden Körpers 
(ballistisches Galvanometer). 


Ein Massenpunkt bewege sich auf der Peripherie eines Kreises, 
dessen Radius r=a ist, mit gleicher Winkelgeschwindigkeit w. 
Zur Zeit t sei er in B. Projiziert man die Punkte des Kreisum- 
fanges auf den Durchmesser A, A,, so ist BA 
—=a.sinwt. Während der Bewegung des 
Massenpunktes von A, über B und A, zurück 
nach A, hat die Ordinate BA in bestimmter 
Folge eine Reihe von Größen angenommen, die 
in untenstehender Tabelle zusammengestellt 
sind. Wenn wt um 2 rs gewachsen ist, 
nimmt a.sin ot wieder dieselben Größen an, 
d. h. die Periode dieser Bewegung ist 2 z. 
Die in Fig. 92 gegebene graphische Darstellung 
veranschaulicht, in welcher Weise a.sinwt=DBA sich in Ab- 
hängigkeit von wtin der Zeit ändert. Als Abszissen sind die in den 





Fig. 91. 


Der Massenpunkt 


ot | a.sinwt EM 
ist im 





0 0 Punkt A, 
lg a „ A; 
IT 0 » As 
°/2 2F TB „ A, 
2% 0 A A, 
5a 7 a „ A, 
3% 0 ” As 
'hz —a | 4 A, 
47 0 „ A, 


verschiedenen Zeiten zurückgelegten Winkel in Längenmaßen abge- 
tragen und als Ordinaten die Längen der Strecke BA=a.sin wt. 
Die Kurve, die die Ordinaten-Endpunkte miteinander verbindet, nennt 
man die Sinuslinie. Ihre Gleichung ist a.sinwt=y. 


Läßt man nun einen anderen Massenpunkt sich auf dem 
Durchmesser A, A, von A, über O nach A, und zurück derart 
bewegen, daß er sich stets in der Projektion des sich auf dem 
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Kreisumfang gleichförmig bewegenden ersten Massenpunktes be- 
findet, so stellen die Ordinaten der Sinuslinie (Fig. 92) die Ge- 





Fig. 9. 


schwindigkeiten dar, mit denen sich der zweite Massenpunkt auf 
dem Durchmesser bewegt. Dieser Punkt führt dann sogenannte 
harmonische Schwingungen aus. 

Man kann sich die Bewegung des Massenpunktes auf der 
Geraden in der Weise zustande gekommen denken, daß auf ihn eine 
Kraft im Punkte O wirkt, deren Wirkung proportional der Ent- 
fernung von OÖ ist, also c.x, und daß der Punkt, der die Masse m 
haben möge, eine Anfangsbewegung erhalten habe, deren Geschwindig- 
keit in Richtung der positiven X-Achse—=v, sei. Es soll nach- 
gewiesen werden, daß der Punkt harmonische Schwingungen ausführt. 

Die Bewegung des Punktes ist keine gleichförmige mehr. Die 
Geschwindigkeit ist in den einzelnen Zeitteilchen verschieden. Man 
kann sie jedoch während eines unendlich kleinen Zeitteilchens dt als 


REES. TC 
konstant annehmen. Dann ist Ar die Geschwindigkeit des Punktes 


zur Zeit tr. Die Änderung der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit, 





2 
also die Beschleunigung, ist alsdann 4° oder = 3, Die 
3 Kraft | 
Beschleunigung ist bekanntlich auch — per 


Es gilt demnach für die Bewegung eines Punktes, der sich 

in A befinden möge (Fig. 91) und sich nach A, bewegt, die Glei- 
2 

chung: IE =; die Beschleunigung muß negativ ange- 


nommen werden, da die Geschwindigkeit abnimmt. 
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c N R 
Da : stets eine positive Größe darstellt, kann man dafür x? 


schreiben. Die Gleichung lautet alsdann : 
dx 
ger EL OHREN NDR HS NS 

Dies ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Es wird angenommen, daß x—(.e/t eine Lösung dieser 
Gleichung sei. 

Zur Prüfung, ob und unter welchen Bedingungen diese Lösung 
richtig ist, wird der Wert für x in die Gleichung eingesetzt. Es 
ergibt sich dann: 

up \ 
a CA? .eft 
und die Gleichung lautet: 

CA2.edt422,C0.e4t=0 oder C.eit(A? -)—=0 . 2) 

Da C.e4t — x nicht O sein kann, muß 42-4 x? — 0 sein. 

Die Lösung x=Ce#t ist also richtig, wenn A?— — x? ist, 
Für A ergeben sich zwei Werte 

„=tyer=1ıy—-i=-tix 2.0.0.6) 
BRUrA, — NE VER A ee N 

Es ist nun auf ähnliche Weise leicht nachzuweisen, daß auch 
x—=(, .eıt + (,.e/t eine richtige Lösung ist, und zwar unter 
derselben Bedingung, daß nämlich A, und A, Wurzeln der Gleichung 
4#2—=— x? sind. Die Integrationskonstanten C, und C, sind natür- 
lich andere geworden; zum Unterschied von © sind sie daher mit 
C, und C, bezeichnet. 

Die Lösung ist also: 

BO RELITOT SR DRIN 

Nach einem der Eulerschen Sätze ist: 
etip—=cosp-Hi.sin gp. Ersetzt man also in Gleichung 5 die Ex- 
ponentialfunktionen durch die trigonometrischen Funktionen, so wird: 

—=(, (cos „t—+i.sinxt)+C, (cos xt —i.sin%t) 
oder — (0, + C,) cos#xt—+i(C, — G,) sin xt. 

Für C,--C, setze man A und für i (©, —G,) B, so ist: 

ke A TEAM Re use 

Die Integrationskonstanten A und B hängen von dem Bewe- 
gungszustand zur Zeit t=0 ab oder u. a. auch von anderen An- 
nahmen, die als bekannt anzusehen sind. Zur Zeit t=0 
befand sich der Punkt in O; xx ist also=0. Außerdem sollte 
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er einen einmaligen Anstoß in Richtung der positiven X-Achse er- 
halten haben, der ihm die Geschwindigkeit v, erteilte, also 
eine 
7 
Setzt man in Gleichung 6: t=(, so ist 
0=A.c0sx.0-B.sinx.0O, alo A=0. 
Man differentiiert Gleichung 6 und erhält: 


Vo: 





N an xt. Für = a 
dt dt 
wird 
v=—xA.sinx.0—+xB.cosx.0=x.B, ode B= ”, 


Setzt man die Werte von A und B in Gleichung 6 ein, so 
ergibt sich das Gesetz der Bewegung: 


s—=—.einat, 2 Na ee 


Dies ist nach obigen Ausführungen eine harmonische Schwingung 
und zwar eine ungedämpfte, d.h. die Amplituden — die größte 
Abweichung von der X-Achse nach oben und unten — (wenn man 
sich x als Funktion von t in einem Koordinatensystem aufgetragen 
denkt) sind hier in den einzelnen um t=27, voneinander entfernt 
liegenden Phasen der Bewegung konstant. Theoretisch müßte sich 
der Punkt, wenn er einen einmaligen Anstoß erhält, bis ins Unend- 


. Y . 
liche nach dem Gesetz a .sinx%t bewegen. Solche unge- 


dämpften Schwingungen gibt es in Wirklichkeit nicht, weil stets 
noch eine Kraft vorhanden ist, die der Bewegung entgegenwirkt, 
ein sogenannter Dämpfungswiderstand. Es soll nun ein derartiger 
Vorgang im folgenden erörtert werden, und zwar soll das Bewe- 
gungsgesetz eines schwingenden Körpers mit elektromagnetischer 
Dämpfung, z. B. eines ballistischen Galvanometers, bestimmt werden. 

Der schwingende Körper habe das der Masse proportionale 
Trägheitsmoment K; er werde von der Direktionskraft D in die 
Ruhelage zurückgeführt, und es wirke seiner Bewegung ein Dämp- 
fungswiderstand entgegen, der proportinal der Geschwindigkeit sein 
möge, also p. Fra Die Schwingungen werden so klein vorausgesetzt, 
daß das rücktreibende Drehmoment der Direktionskraft dem Aus- 
schlage und das dämpfende Drehmoment der Winkelgeschwindigkeit, 
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also x, proportional bleibt. Der schwingende Körper erhalte durcheinen 
Stromstoß eine der Strommenge [ i.dt=@, proportionale Anfangs- 
geschwindigkeit, die mit @ bezeichnet sei. 

Das Drehmoment, das der schwingende, um den Winkel x ab- 


gelenkte Körper nach seiner Ruhelage hin erfährt, setzt sich aus dem 

Drehmomentder Direktionskraft, nämlich D.x und dem vom induzierten 
d 

Strom ausgeübten Dämpfungswiderstand P- Ir zusammen. Der Be- 

schleunigung, in Richtung der positiven, d. h. der TR den Strom- 


Kraft 
ward, nt Masse ) 
K 


Die Beschleunigung ist weiter — dem zweiten Differential- 





stoß bedingten Richtung, wirktentgegen: — 


d?x 
quotienten des Weges nach der Zeit, also ACH 


Hiernach ist 
dx 
dm (D.x+-Pp. 77) 
esse) K 
d?x dx 
oder: K.stP.- 7, rP.x=0 ° . » . . (8) 


Dies ist ebenfalls eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Wie bereits oben ausgeführt, ist 

xveteht tl (Q,.anbi N. (9) 
eine Lösung einer derartigen Gleichung, wenn A, und 4, Wurzeln 
der quadratischen Gleichung sind: K#?+p/A+D=0. Hieraus 
: ergeben sich: 


D p? 
ud, ——,r + Y— X Tiger 


Setzt man diese Werte in Gleichung 9 ein, so ist: 


a.n 
-50ye 8 V-xtim): DIE ZRN N T0; 


AB setze man — A und m Br — “ dann lautet die 
2K RK. 4K? 
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Gleichung: 
x—0 erArBMt1 GO, aA RE 
Die Integrationskonstanten C, und C, werden aus bekannten 


Annahmen bestimmt. Zur Zeit t=0, war x—=(0 und = d.h.die 
die Anfangsgeschwindigkeit, —Q@'. 
Aus Gleichung 11 wird: 0=0,—+C,. Gleichung 11 differen- 
tiert gibt: 
dx r 
Van BGE etmABr 
Fürt—=0 undx—=0 wird 9 —=(—A+B)C,+(— A—B)C, 
oder @& = (C, + (,).— A--(C, —C,) B. 
Da 0, +0,=0 ist, ergibt sich: | 


= —0)B odr 4-9, 











B° 
Es ist also: 
d 
ER MD 
Demnach ist: DB > B 
Na NM 
C, 2B 
Wenn man diese Werte einsetzt, ist: 
IR LSA DIR CR BE 
= to ee 





Be. 
Setzt man nun voraus, daß B= I xt 1 reell ist, d.h. 


PD 
daß 1 OK 


ist, kann x nicht negativ sein. B wird dann <A (= a sein, 


ist, d. h. wenn der Dämpfungswiderstand sehr groß 


pP 
d ne 
a von A >K 





noch etwas abgezogen werden muß (— a) um 


B zu erhalten. Somit ist sowohl (— A-+-B) als auch —- A — B) 
negativ. Mit wachsendem t nähert sich x der Grenze O0, da 
eTAFBIE und eTATPE mit wachsendem t < 1 sind und bis zum 
Werte O0 abnehmen. Es ist dies der Fall großer Dämpfung; 


man nennt den Verlauf eine aperiodische Bewegung. 
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Von größerem Interesse ist für das ballistische Galvanometer 
die Voraussetzung kleiner Dämpfung. In diesem Falle wird: 


Den 
B-Y-Kte 
2 Qröß a 
eine ımagınare Obe, wenn je KR: 18 


Man kann nun B auch ersetzen durch: 


VE-)-=: VE 
K AR? Kinn rn 


Der jetzt reelle Wurzelausdruck sei B‘. 














Somit ist: 
/ Al 4 IN? A-iBYt 
= LER Q EN TON 
24 .D% Be 
Dies kann man auch schreiben: 
/ Ku iBt ZN —iBt 
x Q .e Q .e 
3ipr Bi 
H N Q/ | iBt * 
oder auch: LT. ara ie B 
MD 
Nach einer der Eulerschen Formeln ist: 
io —ıi9 
VEN, t 
sinp= x h 
iBt —iBt 
Bu 6 t 
also: 2a Dr asin Bit 
ar 


Somit ergibt sich: 


Q —At 
ı=y,® Han Bi LEI Una a a LEE A) 
Wenn man die Werte für A und B‘ einsetzt, ist: 


— 3X 


rer. ‚sin (en) | ee tLo) 
KMMLR? 


= 


Der Schwingungsvorgang setzt sich zusammen: 
1. aus einer Sinusschwingung und . 


2. aus einer Exponentialfunktion, die für t=0 bis t= 
von 1 bis O abfällt. 
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Die graphische Darstellung (Fig. 93), bei der t als Abszisse 
und x als Ordinate aufgetragen sind, würde folgendes Bild. ergeben: 





Fig. 93. 


Die Kurve 1 wird mit der Kurve 2 multipliziert, indem man 
die Zahlenwerte miteinander multipliziert. Die Kurve 3 ist die 
Resultierende; sie läßt erkennen, wie die Ausschläge des schwingen- 
den Körpers im ballistischen Galvanometer sich mit der Zeit 
ändern. Die Amplituden werden allmählich kleiner. 

Das Verhältnis a, hi 3 usw. nennt man den Dämpfungs- 
ae 

faktor, Ina, —Ina,, Ina, — Ina, usw. das logarithmische Dekre- 

ment der Schwingung, dessen Größe noch näher zu bestimmen sein 

würde Sie wird dazu benutzt, die Elektrizitätsmenge, die den 

schwingenden Körper in Bewegung gesetzt hat, zu messen. 


Die Bewegung des schwingenden Körpers ist, wie aus der 
Darstellung hervorgeht, eine gedämpfte Schwingung. 


gs 12. 


Widerstand einer Telegraphenleitung mit gleicher Ableit- 
fähigkeit an allen Isolationspunkten, 


Aufgabe: Es soll der Widerstand einer Telegraphenleitung 
bestimmt werden unter der Voraussetzung, daß die. Isolationsfehler. 
in unendlich kleinen Abständen gleichmäßig verteilt sind, und daß 
die Widerstände aller dieser Ableitungen die gleichen sind. 

Die Entfernung zwischen den Ämtern A und B betrage L km, 
der Widerstand der Apparate in A sei g,, in B @. Gemessen ist 
der gesamte Leitungswiderstand mit R Ohm, der Isolationswider- 
stand zu W Ohm. 


$ 12. Widerstand einer Telegraphenleitg. mit gleicher Ableitfähigkeit. 177 


Das Ableitvermögen der einzelnen Nebenschlüsse betrage adx 
Ohm, wenn die Abstände für die Isolationsfehler mit dx bezeichnet 
werden, entsprechend sei der Widerstand der einzelnen Leiterstückchen 
dx—=rdx Ohm gesetzt. 





Wir betrachten ein solches Leiterstückchen dx zwischen den 
Punkten C und D. Die Spannung in C sei V, die in D ent- 
sprechend V,. 

Durch den Nebenschluß fließe der Strom J—J, zur Erde ab. 
Nach dem Ohmschen Gesetz erhält man die Gleichungen: 

Va Va (dl By 0 en ul 


W 
vV_—0 ad) . . . . . . II. 


Läßt man x um die Größe dx wachsen, so vermindert sich 

die Spannung um —dV und die Stromstärke um — dJ. Setzt 

= ‚d.h. die Ableitung oder das Leit- 

adx 

vermögen des Nebenschlusses, in die Gleichung II ein, so kann 
man die Gleichungen schreiben: 

Erz gN —rdzd. (rdxd.J wird vernachlässigt 

als oo klein zweiter Ordnung.) 





w 
man für — den Wert 
dx 


1 


Er, V=+---.—dJ. 
adx 
Es folgt weiter: 
daV dJ 
’ ad und ne: 


In diesen Gleichungen ist x die unabhängige Variable, die 
Stromstärke J und Spannung V bilden die abhängigen Veränder- 
lichen. Man differentiiert beide Gleichungen nach x und erhält: 

Kohlrausch. 12 
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N ] q a 
Te ae Na Tai ae 
Setzt man die Werte für u und & ein, so folgt: 
QaıV; d?J 
ee eN. und EN ©, — ar). 
Für ar wird m? gesetzt, dann wird: 
III N By; d IV and ee 
ag un . au mm. 
Es soll gelöst werden eine Differentialgleichung von der Form: 
ie 
ale 
Annahme: Die Lösung sei: V — e@* 
dV dV 
en ae 2:4 — y2eRXxX 
dee Axt mise 


Wir probieren und finden: 
ee 

Wenn also @ = m? oder @=+m, so würde V = e@# als 

Lösung zu nehmen sein. Man hätte: 
Va ent undge Veen 
Wir erhalten dann: 
N t=.A'emX Ber 8 

als allgemeine Form mit den Integrationskonstanten A und B. 


2 
Wir wollen prüfen, ob wir (diese Werte in a eingesetzt) 


dx? 
m?V erhalten. 


av Tr 
u mx | eh 

Er —Aetxm- Be .( | —me 

GV: 


a en m Ba. 18 
— m? (A ent | Borur) — m?V, 


Es sollen demnach V und J aus den beiden Gleichungen be- 
stimmt werden: 


V=Amı+Benm ud J=— (Anz Be-mz) 


Bei Bestimmung der Konstanten A und B sind zwei Fälle ge- 
sondert zu behandeln, da sich für A und B verschiedene Werte 
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ergeben müssen, je nachdem, ob die Leitung am einen Ende geerdet 
ist oder nicht. Im ersten Falle wird der gesamte Leitungswider- 
stand R, im anderen der Isolationswiderstand W als Ergebnis der 
Betrachtung ermittelt werden können, indem die Widerstände der 
Ämter zunächst unberücksichtigt bleiben. 


FallI. Berechnung von R. 


Die Batteriespannung V, in A sei gegeben, B liegt an Erde, 
also V,—= 0. 





h 

ne 
17 % Erailtg 
BT 2 

Zrade 
4 
Fig. 96. Fig. 97. 
Fr V=V,istx=0, alo V‚=Ae’+Be 

V,=A-+B —o—mL| emL 
Für V=V,—=0istx—L, undüO=Aeml_ Be-»L Sn 








Erweitert man die Gleichungen wie rechts angegeben und 
addiert, so erhält man: 


Ind N 
enL__e— mL 





Setzt man diese Werte von A und B in die Gleichungen der 
Variablen V und J ein, so erhält man: 
em(L—-x) _e-m(L—x) 


v=\, emL.- 7 o-mE (v) 
m em(L-x) — e=m(L—2 


Hieraus wird die Größe des kombinierten Widerstandes R nach 
folgender Überlegung gefunden: 

Der Spannung V, entsprechend fließt der Strom J, (Fig. 97) über 
sämtliche Nebenschlüsse und die Leitung, d. h. über den kombi- 
nierten Widerstand R zur Erde. Nach dem Ohmschen Gesetz folgt: 

12* 
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Vv‚,‚—0=J,R oder R= 1. 

Dem V, und J, entspricht die Entfernung n —=0. Man setzt 
somit in den Gleichungen V und VI überall x—=0, für V und J 
V, und J,. Die Division beider Gleichungen ergibt dann: 

NERWELN, „pl 2 anlen 
di © o m’emnlLe-mL 


Fall I. Berechnung des Isolationswiderstandes W. 
7 Die Leitung ist am Ende nicht 


I TTTTTT IT T geerdet, es ist also die-Spannung am 

* Ende unbekannt. Man darf jedoch 

& annehmen, daß in der Leitung ein 

stationärer, von der Zeit unabhängiger 

Zustand herrscht. Diese Voraussetzung 

deckt sich damit, daß man die am Ende vorhandene Stromstärke 
J; =0 setzen darf. 

Es gilt unter dieser neuen Voraussetzung die Konstanten A 
und B zu bestimmen. Als Gewinn dieser Rechnung wird sich der 
Isolationswiderstand W ermitteln lassen. Man legt dieselben Glei- 
chungen für die Variablen V und J zugrunde und findet: 
BIeN = N. alız 5) also V „)=A--B era 
FfürdJ=J,=0istx—L ,„*,o=Aenb -Be-ul 

Werden die Gleichungen entsprechend erweitert, dann addiert 
und subtrahiert, so wird: 


e-mL euL 
A—Vıar 


BE, 

Die Konstanten unterscheiden sich von den unter Fall I be- 
rechneten nur dadurch, daß im Nenner für das —-Zeichen jetzt 
das +--Zeichen aufgetreten ist und daß A jetzt einen positiven 
Wert erhalten hat. 

Mit demselben Vorzeichenunterschied ergeben sich den Glei- 
chungen V und VI entsprechend: 


Fig. 98. 


emL 








e- mL enl | e-mL' 


*), Wir hatten J (A emx — Be-mx), Man wird den Klammeraus- 


4 m , : 
druck ( )==0 setzen dürfen, wenn — einen von (0 verschiedenen Wert be- 
r 


sitzt. Dies wird im allgemeinen der Fall sein, weil a und r nicht gleich sein 


Zn m a 
werden. Es war: m’—ar—m— Yar, also — —1/ — 
r r 
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en(L—x) E- e-m(L—x) 





NN it Te © (V‘) 
m ebm(L-x) __e-m(L—x) 
Mae Lt al . . . (VT‘) 
Vertauscht man überall in Zähler 7 CHR 
und Nenner die Vorzeichen, so erhält—7 /Sollert 
man die Gleichungen V und VI. Man 
erhält durch Division der Gleichungen 
den kombinierten Isolationswiderstand 
W, für dessen Ableitung Fig. 99 aus- 
: 1 4 
reichen dürfte. 
W=-—.- mn N N 
Diese Gleichung unterscheidet sich Sau wieder 20220; 


von derjenigen für R nur dadurch, daß Mn 


an Stelle einer Summe die Differenz getreten ist und umgekehrt. 
Man faßt die Gleichungen für R und W unter die Nummern 
VII und VII: 


r emL E= e-ımnL 
und. uni 
r euL _e-mL 
Durch Multiplikation beider Gleichungen findet man: 
= r 
N SET TER LH (IX) 


wo r und w die Widerstände für die Längeneinheit bedeuten sollten 
unter der Voraussetzung, daß die Längeneinheit entsprechend klein 
gewählt wurde. 

Die Division beider Gleichungen ergibt: 


ur. ar De 


e2mL — em Er w 


oder: TRIER 


Ayo, 
= W 
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Man findet: REN lee 
2L 1-—yYR/W 
In der zugrunde gelegten Aufgabe sind R und W gegeben, 
es sollen r und w bestimmt werden. 


Aus Gleichung IX folgt: 


(X) 





r—=myR.W und „en 
Man erhält somit zur Berechnung von r und w die folgenden 
Gleichungen: in 
R 
Ba: 
a NEE NE a „u Ve 
2L RB 
Zi Yr 
„—_ _/EW.aL) 


8 18. 
Thomson -Kirchhoffsche Differentialgleichung für 
oszillatorische Entladungen. 


Verbindet man die beiden Belegungen eines Kondensators über 
eine Selbstinduktion L, einen nicht zu hohen Widerstand W und eine 
Funkenstrecke miteinander, so zeigt ein rotierender Spiegel, daß 
mehrere Funken auftreten, daß wir es also mit mehreren aufeinander 
folgenden Entladungen zu tun haben. 

Bezeichnet man die Kapazität des Kondensators mit C, die 
Potentialdifferenz zwischen seinen beiden Belegungen mit E und 
seine Ladung mit Q sowie den Entladestrom mit J, so geht die 
Spannung E in dem Ohmschen Spannungsabfall J.W und der 


elektromotorischen Gegenkraft des Schließungskreises 1 an auf. Es 


ist also i 
PD Eu 


E-JW-LZ=0.......® 
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Geht die Entladung vor sich, so vermindert sich die Ladung 
des Kondensators in der Zeit dt um den Betrag dQ, der gleich 
dem Strom J ist, der in der Zeit dt durch einen beliebigen Quer- 
schnitt des Schließungskreises geht. Es ist, also 

dQ —=—J.dt oder Ve 

Jdt ist negativ anzusetzen, weil dQ, bei der Entladung einer 
Verminderung der Ladung gleichkommt. Ferner besteht für den 
Kondensator die bekannte Beziehung: 


an 
di Tech 
Durch Einsetzung der Werte für E und J in Gleichung I er- 
gibt sich: 
Q wid "u 
2 il W — Rn L —— = 0 oder 


NE a. EN (II) 
Dieser en sei Ben 
Q=A.e*r 
genügt. Falls die Lösung richtig ist, muß sie in die linke Seite 
der Gleichung II eingesetzt, den Wert O ergeben. 
Zunächst ist 


dQ en at 
er ZEN. 
°q_ 2 ot 
rer Ao?e 
2 
Die Werte für Q, en und in Gleichung II eingesetzt, 


ergeben: 


LAeet + W.Anert + ü.eet—0 oder 


At (La +Wa+5)=0 BE SON CL EL 


A oder e“t können nicht gleich O sein, da sonst die ange- 
nommene Lösung = A.e“t widersinnig wäre. Es muß also der 
Klammerausdruck O0 sein, wenn die vorstehende Gleichung richtig 
sein soll. Aus 
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La +-We+ . —( 
ergeben sich für & die beiden Werte: 
w w? 1 


MT ASDanNELR Ur 
BL N 
EIERN AL BE 


Die Werte von &, und a, in Gleichung III eingesetzt, er- 
geben jedes für sich ein partikuläres Integral, deren Summe dann 
mit je einer besonderen Konstanten das totale Integral darstellt. Die 
Gleichung III lautet nunmehr: ah 


A, (La: 4 Wa +5) 


e 
+ A,ent (La; Wo, +7) 0 Ve 

Diese Gleichung kann wiederum nur dann = (0 sein, wenn 
sowohl der Klammerausdruck des ersten als auch der des zweiten 
Grliedes — O0 sind. 

A,e“t und A,e“t können wie bereits erörtert nicht O sein. 

Die Gleichung ist dann identisch, was beweist, daß die Lösung 
der Differentialgleichung I: 

Q — Aetrt—A, et. A, out 
richtig ist. 

In dem Ausdruck für &, und a, sind die Wurzelwerte reell, 
wenn W? a ist. In diesem Falle entlädt sich der Schließungs- 
kreis, wie im rotierenden Spiegel gleichfalls gezeigt werden kann, in 
einem einzigen Funken. Daß tatsächlich eine aperiodische Ent- 
ladung stattfindet, kann auch theoretisch nachgewiesen werden, 


wenn man obige Rechnung unter der Bedingung w>ll weiter 


fortführt. Im folgenden soll nur der Fall betrachtet werden, daß 
der Wurzelwert in &, und «&, imaginäre Werte ergibt, da nur für 


diesen. Fall d.h. .W? — 


eine oszillatorische Entladung des Kon- 





densators stattfindet. 
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Zur Vereinfachung der Rechnung werde in den beiden Werten 
des &, und «, eingeführt: 


W? 1 2 
EN a LEBE 
412 vo? Al 
Alsdann ist 
W 2 
Gr ae 
(04 N 
DT, : 


so daß die Gleichung V nunmehr lautet: 


Qr=A, Carte) -- los -io)t oder 
_W 


w 
Q=A, rar eiott A, e 2L,oe-iet, 
Nach einer Gleichung von Euler ist: 


ei@t — coswt—tisin wt 
e-iet — eos wt—isinwt, 


dur 
L 





so daß 
w 


De e 23T (A, (cos wt + isinwt)-- A, (coswt — isin wt)) oder 
w 
Q—e 37 (cos wt(A; + A,)-isinwt(A, — A,). 
A, und A, sind Konstanten; man setzt 
A, +%,=t6, 
1(A, — A,)=G,,. 
Die Gleichung für Q geht dann über in 


w 
en (C,coswt +-G,sinot). » .. (A) 
Aus dieser Gleichung erhält man J aus der Beziehung 
dQ 
ntzirT: 


Es ist daher 
W 


w 

a 

ren 2L (C, coswt + C, sin wt) 

uhr | 
—e 2L(—-C, wsinwt--C, w cos wit) 

oder 


SAN W.Cc Ww.c 
At 2L u: 1 Ah 
Fe [00 01 51, 00,) + sin ot ( 51, +06,) . 
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Die Integrationskonstanten C, und C, werden durch die An- 
fangsbedingung aus den Gleichungen für @ und J berechnet. 

Für t=0 ist J=0 und der Kondensator hat, da er noch 
keinen Strom abgegeben hat, seine Maximalladung Q,. Es folgt also 


TERRSE Mel 
2, N a 





Der Wert für ©, und C, in die Gleichung 1 eingesetzt, ergibt 
w 
)Q = e 37 (% cos wt +3 ” 





wur 
„in ot). 


ENT RE ETEREN 
tb W.Q oWQ, 
> 2L 2 
b) J=e Bi 51, ra) 





—- sin wt [3 +0Q, .) 





w 
AR 
d oe E si em. 
oder J=e Q op, wt (2) 
2 ALLER N WAL 5 WW? -+- 0°.41? 
Er ist nämlich: HEFT 0 = BEE TR 
setzen wir hier im Zähler den Wert für w2 ein: we A 
CL 472° 
so erhalten wir als Faktor von sin wt 
w2 
2 2 
Keane (- 1) 4L? 1 
4L?w >n.0L741I 0 mo 


Aus Gleichung 2 ergibt sich, daß wir es hier mit einer periodi- 
schen Entladung zu tun haben. Um zu sehen, in welcher Weise 
sie vor sich geht, ist im nachstehenden Diagramm (Fig. 100) der 
Verlauf von J als Funktion von t eingetragen. In der Gleichung 2: 

RE are 


.e .sin wt 


ist der Faktor a von der Zeit t nicht abhängig, also konstant. 


w 
ort \ 5 : : h 
e ?L stellt eine Exponentialkurve dar, die von ihrem Höchst- 
wert =1 (für t= 0) mit wachsendem t sich der X-Achse asym- 
ptotisch nähert. 
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sin wt stellt eine Sinuslinie dar. 


w 
Das Produkt e 21, sin @&t wird durch die fallende Wellenlinie 
dargestellt. Sie stellt eine gedämpfte sinusförmige Schwingung dar. Die 
Periode der Schwingung ist T — u 
W 1 W2 





Fig. 100. 


Kann man, wie bei den Schwingungskreisen der drahtlosen Tele- 


e 1 
gegenüber —_ vernachlässigen, so erhalten wir für 


W 
41? LC 
die Schwingungsdauer T das bekannte Gesetz T— 2n VLC. 





graphie, 
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Formelsammlung. 


Trigonometrische Formeln. 

















Ä 0° 909 BOY Ser 270° 3600 —2r 
Sinus 0 +1 +0 —1 F0 
Kosinus +1 +0 —1 Fe —+1 
Tangens 0 + © Fo. + © F0 
Kotangens 00 +0 Fo +0 Foo 
1.si®a+co®?a—=1 
2. 19a = rec 
COS & 
COS & 1 
3. ctg a = —— = —— 
sına dtga 
4. tga.cga—1 
1 
. ? 1 = —— : ta = —— 
Be cos? & ur: sin? « 
: — tg& 1 
6. ein a Vi oo dm —— en 2 2 
vi+ttgoa vYi-toctea 
1 ctg & 


7. csa—=y1— sin?a — 





vi-+tgo  Vitcga 
8. sin(& + P) = sina cos + cos «sin ß 


9. cos(& + ß)= cos cos ß + sin & sin ß 











10. tg (« +) = es 
11. ctg (ea +P)= re 
12. LEST 

13. ctga + ctgf = n En 


14. sin? @ — sin? 8 — cos? $ — cos? — sin (& —+- ß) sin («— ß) 


15. cos? & — sin? 8 — cos? $ — sin? @ = cos (@ 4 ß) cos («— ß) 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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sin 2@ — 2 sin @ c0os& — cos (a — ß) — cos (& -- ß) 
sind —= ne COS 2 
FR 2 2 
2 . & . & 
cos 28 = cos? — sin?d C0OS&— co 5 sin? 5 


| h ERLCD 
cs2a =1— 2sin?e cos a—1— 2sin® > 


cs2a —=2co®a —1 cos a— 2.008? 5 — 1 
. 1 [3 
sin & — + Vıa—cs0) 


1 
cos« —+y: (1-- cos2«) 


sina—- sine—=2sin“ 5 Bi 

















2 
sing — sin 6 2 cos“ Alert 
2 2 
cos@ 1 c0sß— 2 cos“ 5 Eon P 
cosa — cosß— — 2sin“ 3 VE 


Differentiationsformeln. 


dy F du 
/ be a N ERRE. 
y‘ bedeutet gg desgleichen gg UW. 
y=u-v—w Y=-wW+v—w 
y={C (Konstante) ya 


cu we ou 
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‚Differentiationsformeln. 











Lay y—=vu--uv 
PN ‚_ vw— uv’ 
re h; TOTER TE 
—egn yv—n,xıaa 

1 1 
ER RN ea a 
5 x I 
1 
N 1 
y=VYx—x? Mae ie 
az 
1 
—] x: '—__ 
r u f 2 
1 
——l '—_ 
NASE IMTane 
y—ax y’—alna 
y-e y’—e* 
y=snx vr CoBR 
y = C08X y'—=—sinx 
1 
=—=T — 
7 Ey Y cos?x 
1 
ich x 
7 5x M sin?x 
y=arcsinx ne — : 
vi x 
y=arccosx y’=— r 
v1 
y=arctgx- Y-= e - 
1+x? 
y=arccigx N 3) 
1+x° 
N 1 
Ni in x+ Vi x* ee — E 
\ En ) / N, 

1, 1+x 1 

— —] A  _ 
y 2 ch ge y ee 
y=Insinx y=cigx 
y=Incosx "—=—tgx 

x 1 

—|] iorE i— 

y "553 y sinxX 
7 

Sn & 2) ak 

7 ne ıt3 Y cos x 
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Integrationsformeln. 


n yarl 
IE eig 
dx Ä 
feet 
dx = 
—=2Yx C 
ik Vx+ 











rg weigx +0 
A 1, 1+x 
I a ine 
Her 





I in + © 


[sin x dx=—cosx+Ü 
foosxdx=sinx+C 
texdx=—Inosx+ C 
[egx dx = In sinx+ C 











dx 
[as +0 


jed<=®+C 
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